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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Contexto con la P.A.U.

En este tema aplicaremos lo visto en los temas anteriores para la representacion grafica
de las funciones. En el examen de la PAU no se suelen pedir todos los pasos que
estudiaremos para la representacion de la funcidn, por lo general tendremos que esbozar
la gréafica a partir de:

e Monotonia o Crecimiento
e (Curvatura
e Asintotas

Por lo general es suficiente con estas tres pautas el esbozo de la grafica, si bien se
recomienda aunque no lo pida el examen calcular el dominio.

Las funciones que suelen representarse son:

¢ Funciones fraccionales, la mayor dificultad es en la segunda derivada, que hay
que factorizar para calcular los valores que anulan esta segunda derivada (puntos
de inflexion).

¢ Funciones exponenciales, la mayor dificultad es resolver las distintas ecuaciones
exponenciales que aparecen al igualar las derivadas. Cuando estudiemos las
asintotas horizontales y oblicuas hay que estudiar los limites tanto cuando x

tiende a « 0 a -», ya que no siempre dan el mismo resultado como ocurre en las

1 .
™ siempre es mayor que cero,

funciones fraccionales. Nota: recordemos que e
con independencia de f(x).

e Funciones logaritmicas, cuyas complicaciones son las mismas que las
exponenciales, las ecuaciones logaritmicas a resolver y las asintotas horizontales
y oblicuas. También importante es el dominio, recordemos que el argumento del

logaritmo tiene que ser positivo.

ANEXO: resolucion de ecuaciones logaritmicas y exponenciales

a) Exponenciales: para quitar la incdgnita del exponente tomamos logaritmos a
ambos lados de la igualdad

b) Logaritmos: agrupamos todos los logaritmos en uno a partir de las propiedades
de los logaritmos. Para quitar la incégnita del logaritmo tomamos exponente a
ambos lados de la igualdad.

Ejemplo:
2e° " =15 - "1 =175 — x?+1=1In(15/2) = x==+/In(15/2)—-1
In(x+1)—In(x) =4 — ln(x+1j:4e XL e _14

X X l-e
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

1. Representacion de funciones

Mediante el ordenador o algunas calculadoras representar una funcién es sencillo, pero
sin estas herramientas debemos estudiar caracteristicas previas de la funcion antes de
representarla. Los pasos son:

El dominio

Puntos de corte con los ejes
Signo de la funcidon

Simetria y perioricidad
Asintotas

Monotonia y puntos relativos
Curvatura y puntos de inflexion

1.1. Dominio

El primer paso es ver donde estd definida la funcion, es decir los posibles valores que
puede tomar la variable independiente (x). Recordemos que el domino de los
polinomios son todos los reales. Los casos en los que algiin punto no pertenece al
dominio son: (ver tema 1)

a) Se anulan denominadores = asintota vertical en el punto
b) No existen logaritmo de nimeros negativos

c) No existe el logaritmo del cero—> asintota vertical (si esta el logaritmo en el
numerador)

d) No existen raices cuadradas o de orden par para nimeros negativos

1.2. Punto de corte con los ejes

1.2.1. Con el eje OX

Corta con el eje OX cuando y=0. Obtendremos los puntos de corte con este eje
igualando la funcidén a cero viendo los puntos Xi,X,...€ Dom(f(x)) que anulan la
funcion. Los puntos (x1,0), (X2,0)... son los puntos de corte con el eje OX

1.2.2. Con el eje OY

Corta con el eje OY cuando x=0, siempre que 0 Dom(f(x)). S6lo puede cortar una vez
con el eje OY. El punto de corte con el eje OY es (0,f(0))

Ejemplo: f(x)=In(x*-3)
Con eje OX (y=0) > 0=In(x*-3) > x*-3=e¢"=1 Dx’=4 > x=+2 P1(2,0) y P»(-2,0)
Con eje OY (x=0)->0¢ Dom(f(x)) luego no corta con el eje OY

1.3. Signo de la funcion

Estudiar el signo de la funcion es ver los valores de x en los cuales f(x)>0 o f(x)<0. Para
obtener estos intervalos basta con estudiar el signo entre los intervalos de los valores de
x que anulan la funcion (corte eje OY) y los puntos que no pertenecen al dominio. En el
caso que la funcion definida a trozos, también se toman los puntos donde cambia de
expresion analitica.
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

1.4. Periodicidad y simetria

1.4.1 Periodicidad:

las funciones son periddicas cuando se repiten cada cierto intervalo, T, llamado periodo
de la funcién (f(x)=f(x+nT)). Los ejemplos cldsicos son las funciones trigonométricas.

Ejemplo:

sen(2x) su periodo es T=m, pues sen(2(x+nw))=sen(2x+27n)=sen(2x)

1.4.2 Simetria
La simetria puede ser de dos tipos:

a)  Simetria par o respecto al eje OY, la funcion es igual a la izquierda y derecha
del eje OY. Es como si este eje hiciera de espejo. Ocurre cuando se cumple:

f(x)=f(-x)

b)  Simetria impar o respecto al origen, la funcidon a la derecha del eje OY es
igual que a la izquierda pero con distinto signo. Ocurre cuando se cumple:

-£(x)=F(-x)

EjempIO' estudiar simetria de las siguientes funciones: f(x)=x"-3x%+6, g(x)=x" 2%,

h(x )— 1(x)—

-1 , j(x)=x3-3x2+2x+1
X

a) f(-x)=(-x) 3(-x)*+6= x*-3x*+6=f(x) Par
b) g(-x)= (-x)’-2(-x)*~(-x)= -x"+2x>+x=-( x*-2x’-x)=-g(x) Impar

() =(x) _ ~(P-x) s

C) h('X): (—x)s +5(—X) B —(XS +5)C) N T;X::h(X) Par

(=x)* -1 _ x* =1
(—x)3 +(—x) x4+ x

d) i(-x)=

=-1(x) Impar

) j(-x)=(-x)*-3(-x)*+2(-x)+1=-x>-3x2-2x+1#j(x) y de -j(x) No simetria

Nota: si no hay denominadores sera par cuando solo tenemos expresiones x" con n par
0 . . .

(recordar que 5=5x", luego es par). Sera impar cuando s6lo tenemos expresiones X' con

n impar; si estdn mezclados términos impares y pares la funcidon no tendré simetria.

Si tenemos denominadores para que sea simétrica tanto el denominador como el
numerador han de ser simétricos. Asi:

- si numerador y denominador los dos misma simetria (los dos par o los dos
impar)—>1la funcion simetria par (ver h(x))

- si numerador y denominador distinta simetria (uno par y otro impar) entonces —>la
funcion simetria impar (ver i(x))
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

1.5 Asintotas

Vertical

La funcion f(x) tiene asintota vertical en X, cuando existe alguno de estos 6 limites:

lim f(x)=-+eo , lim f(x)=+eo , lim f(x)=+eo

lim f(x)=-oo, lim f(x)=—c, lim f(x)=—o

La asintota vertical tiene de expresion analitica x=xo. La funciéon f(x) se aproxima
infinitamente a la recta x=x. En la practica las asintotas ocurren en los puntos donde se
anula el denominador o anula un logaritmo (cuando esta en el numerador).

Una funcioén puede tener varias asintotas verticales.

Horizontal

Una funcioén f(x) tiene una asintota horizontal en y=y si se cumple una de las siguientes
condiciones:

a) lim f(x) =y, (tiende a la recta y=y, cuando x—=>o0)
b) lim f(x) =y, (tiende a la recta y=y, cuando X -00)

Cuando la funcion tiene una asintota horizontal se aproxima infinitamente a la recta
y=yo cuando X tiende a +oo, -0 0 los dos.

Una funcién tiene como maximo 2 asintotas horizontales, una cuando x> y otra
cuando x—>-co, aunque por lo general suelen coincidir (sobre todo en funciones
polinémicas o fracciones algebraicas).
. . . X) . .. , .
En funciones que son fracciones algebraicas (%) tiene asintota horizontal cuando el
q(x

grado del numerador es menor al del denominador (asintota x=0) o igual (asintota
x=ay/bp,con a, y b, coeficientes de mayor grado de p(x) y q(x) respectivamente) .

Oblicua

Una funcion f(x) tiene una asintota oblicua cuando se aproxima infinitamente a una

recta de la forma y=mx+n (m=0). Existe si se el limite limM existe y es distinto de

x—eo  y

* oo y de 0. Si esto ocurre:

m= lim&

X—yo0 X
n=lim f(x) —mx = por lo general si m#0 y o n es un nimero real, pero hay algiin
caso donde el limite de oo y entonces no tiene asintota oblicua (PAU Septiembre 2008)

Si una funcion tiene asintota horizontal no tiene asintota oblicua, por lo que no seria
necesario su estudio.

En la practica las asintotas oblicuas en las funciones fraccionarias ocurren cuando el
grado del denominador es un grado inferior al del numerador
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Ejemplo: calcular las asintotas de las siguientes funciones

2x° —1
a) f(x)=———m
) 1) x> +4x+3

x?=3x
b X:—
) g(x) 4
c) h(X):_ln(x)

x—2

2x® —1
a) f(x)=———m—
S

- Asintota Vertical: x*+4x+3=0 > x=-1, x=-3.

- Asintota Horizontal: lim f(x) =, lim f(x)= —co. No asintota horizontal
X—>o0 X—>—o0

2x° —1
2 a4 3
- Asintota Oblicua: lim J(x) —limX_t4x+3 _ lim# —o=m
3 a2 e
n=lim f(x) —mx = limzzx—l—zx: hmM:—
o xoe x4+ 4x +3 x> x* +4x+3

Luego la asintota oblicua es y=2x-8

au
38
28

ie

28 -15 -18 -5 5 i@ 15

-i@e

-28

I

b) g(x)= ﬂ
s x* -4
- Asintota Vertical: x>-4=0 > x=-2, x=2
2 2
- Asintota horizontal: limx—ix =1, lim ;Zx =1-> y=1
X—roo x —_ X—>—00 x —

- No puede tener asintota oblicua al tener horizontal
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

BT}
15

ie

20 -15 -18 -5 ( 5 18 15
-5

-18

-15

-2A

2@

c) h(X)zln(_x)
x—=2
. : . . In(x) oo
- Asintota Vertical en x=0 (se anula el logaritmo) 11rr(}—2 =" —oo
=0 x — —_
. In(x) In(2
_ In(x) In(2) |Mm ( 2) = —0(+ ) e
x=2 (se anula el denominador) lim——= = =70 X
=2 x—2 0 lim In(x) _In(2) _
=2 x=2 0
- Asintota Horizontal lim In(x) =2 = liml/—x =0 y=0 (cuando x> o)

x—)oox—z oo L'H x—oo 1

Jim 229

X—>—o0 x [—

no existen logaritmos negativos

Luego la asintota horizontal es y=0 s6lo es cuando x>0

- No asintota oblicua cuando x=> o al tener horizontal. Veamos cuando x—=> -

lim J(x) = lim In(x) no existe
X——o0 X X—>—o0 xz — 2x
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

1.6. Primera derivada. Crecimiento y puntos relativos

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento y los puntos relativos de una funcion f(x)
tendremos que estudiar el signo de la primera derivada, f'(x). Como vimos en el tema
anterior:

a) sif'(x)>0 creciente
b) si f'(x)<0 decreciente
c) sif’(x)=0 punto relativo (st f "'(x)#0)

En la practica igualamos f ‘(x)=0 y estudiamos el signo de f’(x) entre los puntos donde
se anula la derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funcidn definida a
trozos también tendremos que afadir entre estos puntos aquellos donde cambia de
expresion analitica

1.7. Segunda derivada. Curvatura y Puntos de Inflexion

Para estudiar la curvatura y los puntos de inflexién de una funcién f(x) tendremos que
estudiar el signo de la segunda derivada, f’(x). Como vimos en el tema anterior:

a) sif’(x)>0 concava hacia arriba
b) sif (x)<0 céncava hacia abajo
a) sif’(x)=0 punto de inflexion (si f >’ (x)#0)

En la practica igualamos f "'(x)=0 y estudiamos el signo de f "(x) entre los puntos
donde se anula la 2* derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funcion
definida a trozos también tendremos que afiadir entre estos puntos aquellos donde
cambia de expresion analitica

1.8. Representacion de la funcion

A partir del estudio realizado en los anteriores apartados no deberia ser dificil
representar un boceto de la funcion.

Ejemplos:
-1
1) ="
x+1

I) Dominio=R-{-1}

IT) Puntos de cortes:

a) Con el eje OY: x=0€ Dom(f(x)) 21(0)=-1 P.(0,-1)
b) Con eje OX: y=0 - f(x)=0 x=1. P.(1,0)

I1) Signo de la funcién: se estudia el signo entre los puntos de corte con el eje OY y los
puntos que no pertenecen al dominio:
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

(-o0,-1) | -1 | (-1,1) 1 (1,00)
Signo f(x) + 2 - 0 +
P.(1,0)

IV) Simetria y Periodicidad

No periddica

—r- i #f(x) y #-f(x) No simétrica
+

Simetria =2 f(-x)=

V) Asintotas
a) Asintota Vertical: x=-1

x—1

=1

b) Asintota Horizontal: lim f(x) = limx—_1 =1, lim f(x)= lim
X—>00 X—eo x + l X—>—00 X——o ¥ + l

y=1 (cuando x>oo y X>-c0)

c¢) Asintota oblicua: no tiene al tener horizontal

V1) Primera derivada, crecimiento y puntos relativos
_x+l-(x-D)_ 2
(x+1)° (x+1)*

f(x)

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x

(-oo,-l) -1 (_1700)
Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento / /

No Punto relativo

VII) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion

_ -2(x+1)
(x+1)*

f7(x)

Como (x+1)* es positivo s6lo tenemos que estudiar el signo de (x+1), por eso no
simplificamos la fraccion. El signo de la segunda derivada es:
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Intevalo (-00,-1) -1 (-1,00)
Signo °(x) + No existe -1¢ Dom(f) -
Cocavidad U N

VIII) Representacion:

NoP.I

3
X

2) y=f(x)=

2
X -

I) Dominio

x2-4=0 Dom(f(x))=R-{-2,2}

IT) Puntos de corte con los ejes:

a) Eje OY (x=0), como 0 Dom(f(x)) P.(0,f(0)) = P(0,0)

b) Eje OX (y=0). x>=0 > P(0,0)
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I1T) Signo de la funcién:

Puntos representativos x=-2,0,2

Intervalo | (-,-2) | -2 | (-2,0) 0 (0,2) 2 (2,)
Signo f(x) - ¢ + 0 - ¢ +
P.(0,0)

IV) Simetria y Periodicidad.

No periddica

Simetria: f(-x)=

3

—X

V) Asintotas

a) Asintotas Vertical: x=-2, x=2

3

=—f(x) = simetria impar, respecto el origen

b) Asintota Horizontal: lim f(x) = lim zx = oo No asintota Horizontal
X—>o0 D e
3
c) Asintota Oblicua: m= lim@ =lim—; =L,n=1lim f(x) —x = lim— 4x =0
x—oo  y x—=e 7 — 4y x—00 x—o0 < 4
y=x
VI) Primera derivada Crecimiento y Puntos relativos:
, xt —12x2 4 )
y=f (=", £(x)=0 > x*~12=0 x=0, x=%+/12
(x"—4)
(_oos - \/E ) - \/E (_ \/ﬁ ,'2) '2 (_2’0) O (0’2) (25 \/E ) \/E (\/E 700)
£(x) + 0 ¢ - 0 0 +
3
crec A M(—ﬂ,_%ﬂ) N N PI N N m(ﬂ’g‘/ﬁ) 7

M(V12,-1.5vV12), m(V12,1.5V12)
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VII) Segunda derivada, curvatura y Puntos de Inflexion:

8x” +64x’ —384x  8x(x? +12)(x* —4)
(x> -4)* (x> —4)

Y= ()=

, 7 (x)=0 > x=0,-2, 2

Nota: Como (x*-4)* es positivo solo tenemos que estudiar el signo del numerador, por

eso no simplificamos la fraccion. El signo de la segunda derivada es:

Intervalo (-0,-2) | -2 | (-2,0) 0 0,2) (2,00)
Signo f >’(x) - ¢ + 0 - +
N U PI1(0,0) N )

VIII: Representacion

15

18

2= g

-18

-15

-2

3) y=f(x)=In(x* — 2x)
I) Dominio:
x>-2x>0 > x(x-2)(x+2)>0

15

28

Intervalo | (-0,-/2) | -2 (-+/2.,0) 0 0, 2)

(V2 1)

Signo x’-4x - 0 + 0 -

No Dom | No Dom Dom No Dom No Dom

No dom

Dom

Dom(f(x))=(- 2 ,0)U( V2 ,00)
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IT) Corte con los ejes:

a) Corte con el eje OY (x=0¢ Dom(f(x)))=> No corte eje OX

. , ; 1+5
b) Corte con el eje OX (y=0) =2 f(x)=In(x" —2x) =0 2>x’-2x=1, x=-1,x= 5 los
tres puntos pertenecen al dominio (comprobar con la calculadora)
1+ J_ 1- f

Pc('lso)a c( 0)3 c(

IIT) Signo de la funcién:
:_\/57 1_\/59-1907 \/57 1+\/§
2 2
Calm¥sy | Aeds gl G o | | [ @By | e e,
2 2 2 2 2 2
- 0 + 0 - 3 ¢ ¢ - 0 +

Po(L ‘2‘E 0) Po(-1,0) P( ”2‘/5 0)

IV) Simetria y periodicidad

a) No periodica

b) f(-x)=In(-x*+2x)£f(x) y 2-f(x)  No simétrica

V) Asintotas

a) Vertical (donde se anula el logaritmo)—> x=-+2 , x=+2 , x=0

b) Horizontal lim f(x) =eo, lim f(x)=no existe No horizontal

3x? -2
f(x) x> —2x
1

¢) Oblicua limZ2 =2 = {im

X—eo  y oo L'H x—oo

=0 No oblicua

VI) Primera derivada, crecimiento, puntos relativos

3

— e Dom(f(x)), pero

NG

3 ¢ Dom(f(x))
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

NG

s 7
(V2,-2) — (- 0) (12 )
3 3 3
Signo f°(x) + 0 - +
Crecimiento 7 M(-? , —%2/32) A 7

VI) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion

4
f ”(x)=—% - 3x*+4=0 No solucion, no puntos de inflexion
(x” —2x)
(-2,0) 0 V2| (V2
Signo °(x) - 3 3 -
Curvatura N N

VII) Representacion:
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Ejercicios PAU

Septiembre 2006, Prueba A

PR-2.- a) Estadiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)=xe™, sus
maximos y minimos relativos, asintotas y puntos de inflexion. Demuéstrese que para

todo x se tiene que f(x)<1/e (2 puntos)

b) Pruébese que la ecuacion e* = 3x tiene alguna solucion en (—oo,1] . (1 punto)

a) Dom(f(x))=R
1) Asintotas:
No verticales

. . _ . X oo .1 . _
Horizontales: limxe™ =lim—=— = lim— =0 ; lim xe™" =oco'
X—>00 X—>00 ex oo L'H x—e o X—>—o0

y=0 (solo si x tiende a +o0)
Oblicua: no oblicua
2) Crecimiento, puntos relativos

f'x)=e™x¢* 2> e -xe =0 e (1-x)=0 > x=1

(-00,1) 1 (1,00)

Signo f'(x) + 0 -

Crecimiento / M(l,e™) \

3) Curvatura y Puntos de Inflexion
7 (x)=-e"-e"+txe " =e7(-2+x)> ¢ (-2+x)=0 > x=2

(_0072) 2 (2700)
Signo f'(x) - 0 +
Crecimiento N PI(2,2¢7) U

4) Representacion grafica:
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-2

Vemos que el maximo absoluto es el maximo relativo (1,e™h), luego f(x) <e™!

b) xe™ = 3 alguna solucion en solucion (—oo,1] 2 g(x)=€"-3x=0
Aplicamos Bolzano:
- g(x) continua en (-oo,1]
- g(1)=e-3<0, g(0)=1>0
Luego Jce (0,1):g(c)=0
Veamos que s6lo hay una: g'(x)=e*-3 = ¢'=3 2 x=In(3)=1,1

(-00,In3) In3 (In3,00)
Signo g’'(x) - 0 +
Crecimiento \ m(In3,-0,3) 7\

Luego entre (-o0,1.1) la funcién decrece cortando en un unico punto c en el eje OX.

Septiembre 2006. Prueba B
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_ 2
PR-2. Sea f(x)= 4-2x

a) Determinese el dominio de f, sus asintotas, simetrias y maximos y minimos relativos.

Esbocese su gréfica. (1,75 puntos)

1) Dom(f(x))=R-{0}
2) Asintotas: Vertical x=0

_ 2 _ 2
Horizontal: lim 2x =—co lim 4-2x =00
X—00 X X—>—00 X
2 2
Oblicua: m=lim 2~ 2% = -2 n=1im *~2¥ 4 2y = lim ¥ = 0 y=2x
X—yo0 X X—yo0 X X—eo x
. , 4-2x° . , .
3) Simetrias: f(-x)= = —f(—x) Simetria Impar (respecto al origen)
4) Monotonia y puntos reltaivos
42 . . :
f'(x)= — 2()6—2) <0 Siempre decreciente. No puntos relativos
X

5) Representacion

28 -15 -18 -5 5 18 15

—28

Junio 2006. Prueba B
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

PR-2.- Dada la funcion f(x) = x_i , se pide:
X+

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y
convexidad, los puntos de inflexion y las asintotas de f. Esbocese su grafica. (2 puntos)

1) Dominio = Dom(f(x))=R-{-1}.
2) Asintotas 2> AV: x=-1
x—1 x—1

AH:1lim =1, lim
x=e x +1 x=e x +1

=1 y=1

AQO: No al tener horizontal

3) Crecimiento y puntos relativos:

f'(x)= ( 21)2 >0 Siempre crece no puntos relativos
X+
Intervalo (-o0,-1) -1 (-1,00)
Signo f'(x) + ¢ +
Crecimiento / /
4) Curvatura y P.I.:
£ (x)=— 4D
(x+1)*
(oorl) | -1 | (1)
Signo °(x) + 3 -
Curvatura U N
No P.I.
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

15

18

28 -15 -18

-18

-15

-2

Septiembre 2005. Prueba A

In(1+x%), x>0 )
R , sus intervalos de
x°, x<0

crecimiento y decrecimiento y sus puntos de inflexion. Esbocese su grafica.

PR-2.- a) Estudiese la derivabilidad de f(x) = {

a) Continuidad: In(1+x?), x* es continua en R . Veamos en x=0

lim f(x)=In(1)=0
x__m ) f(0)=0 = Continua. Luego podemos hacer la derivada de la
llrgg f(x)=0"=0

funcion:
Derivabilidad: f"(x) =474 2"
2x, x<0
£1(0%) = lim £'(x)=0
=0 Derivable

S'(07)=lim f'(x)=0
x—0"
I) Crecimiento: igualamos la derivada a cero (cada uno de sus trozos)

2x
1+x

- 2x=0 2>x=0€ (-o0,0].

Luego el tnico punto donde f'(x)=0 es x=0

=0-> x=0¢ (0,c0)

2

(-0,0) 0 (0,00)

Signo {'(x) - 0 +

Crecimiento —~ m(0,0) 7
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

2) Curvatura: como f(x) es derivable en R podemos calcular la segundad derivada

2(1-x%)
S'(x) = a+xﬁ2’x>0
2 x<0

f’(x)=0, miremos los dos trozos de definicion

S2(1-x%)
(1+x%)?

- 220

=0 x=1,-1, solo x=1 es mayor que cero

En los intervalos tenemos que considerar x=0 (donde cambia la expresion analitica):

Intervalo (-00,0) 0 (0,1) 1 (1,0)
Signo £’ (x) + 2 + 0 -
Curvatura U U U PI(1,In2) N

Junio 2005. Prueba A

PR-2.- a) Calculense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

f(x)= e , sus extremos relativos, puntos de inflexion y asintotas.
b) Esbocese la grafica de f

a) 1) Dom(f(x))=R

2) Asintotas: - No verticales.

. . 2 oo . 32 oo
- Horizontales: lime'™ =e¢™ =0, lime"™ =™ =0

y=0 (cuando x>oo y Xx>-o0)

- No oblicuas al tener horizontal

(2 puntos)
(1 punto)
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3) Crecimiento y puntos relativos

f'(x)= “2xe™ =0>x=0

Intervalos (-20,0) 0 (0,00)

Signo f’(x) + 0 -

Crecimiento / M(0,e) \

4) Curvatura:

NG

Flx) =27 +4x2e ™ = (4x? —2) x=+ 12

2
Intervalo (_oo’ — Q ) — Q — Q , Q Q ( Q ’oo)
2 2 2 2 2 2
Signo f°(x) + 0 - 0 +
Curvatura U PI( —\f ~e) a Pl(f ,e) U

b) Representacion grafica

José L. Lorente Aragon (lorentejl@gmail.com)
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Septiembre 2004-Prueba A

PR-2 Sea f la funcion dada por f(x)=x" — 3|x| +2, xeR.
a) Estudiese la derivabilidad de f'en x = 0 mediante la definicion de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de /'y sus extremos relativos.
c) Esbocese la grafica de f.

x*=3x+2 si x>0
x> +3x+2 si x<0

a) f(X)={

Continuidad = Solo tenemos que estudiar la continuidad en x=0 ya que en los demas
puntos es continua al ser los dos trozos polinomios

lim f(x)=2
. ) x>0" — .
%grg f(x)= lim £(x)=2 f(0)=2. Continua
x—0"

2x—=3 si x>0

Derivabilidad = al ser continua podemos definir la funcion f'(x)=
2x+3 six<0

Que es derivable en todos los puntos menos en x=0, que debemos estudiar si lo es:

£(0"=-3 ; £/(0)=3 - No derivable (como ocurre en las funciones valor absoluto)

Luego al representar la grafica en x=0 tendra un “pico”

2x-3=0 x=§ >0 solucion

b) Crecimiento de la funcion = {'(x)=0: 2
-3 .,

2x+3=0 x:7 <0 solucion

A estos dos puntos 3/2 y -3/2 tenemos que anadir x=0 donde f(x) cambia de expresion
analitica.

Intervalo (-00,-3/2) -3/2 (-3/2,0) 0 (0,3/2) 372 (3/2,00)
. , No
Signo f'(x) i 0 - derivable ) 0 -
Crecimiento N m(-3/2,-1/4) 7 — m(3/2,-1/4) —

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcion decreciente a creciente.

Luego es como un minimo relativo.
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

¢) Podemos representarlo viendo que son dos pardbolas (x*-3x+2 si x>0 y x*+3x+2 si
x<0) o partir de las informaciones anteriores.

30 32

Junio 2004- Prueba A
PR-1.- Sea la funciéon y = 2¢
a) Estiidiese su monotonia, extremos relativos y asintotas.

2e* s5i x<0

27 si x>0

y=/x)= 2e‘“{

Veamos primero si es continua para poder derivar la funcion a trozos:
lim f(x)=2¢"=2

1)(1_r>1(} f(x)= )i?r(rjl F)=2¢" =2 f(0)=2 = continua
x—0"

4e** si x<0
Vx —
S {—46_“ si x=20

x=0, luego en x=0 habra un “pico”.

. Veamos si derivable (0")=4#f"(0")=-4. No derivable en

Veamos donde se anula la derivada: f’(x)=0 -

2 .
4e”* =0 no solucion

2 .y
—4e™ =0 no solucion

Luego el tinico punto caracteristico a la hora de estudiar monotonia es x=0, que es
donde la funcién cambia de expresion analitica
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Intervalo (-00,0) 0 (0,00)

Signo f’(x) + -

Crecimiento / \

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcion creciente a decreciente.
Luego es como un maximo relativo.

Asintotas:
1) Verticales = no tiene
2) Horizontales: lim f(x) =2¢™ =20=0 ; lim f(x)=2¢ ™~ =20=0. Luego tiene

asintota horizontal y=0 (cuando x>o0 y Xx>-c0)

Junio 2007- Prueba A
X
x* -1
1) Domino=R-{-1,1}
2) Asintotas:
AV:x=1, x=-1
AH: )1(1_}mm f(x)= xlirif(x) =0 =2 y=0 (cuando x>c0 y X>-0)

PR-2. f(x)=

AQ: No tiene

3) Crecimiento y puntos relativos

P —1-2x7 > +1 . .
f'(x)= al r o7 ~ = f'(x)=0 No solucion. Los tnicos puntos

(x> =1)° (x> =1)

representativos para estudiar la monotonia son x=1, x=-1 (asintotas verticales)
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Unidad 5. Funciones. Representacion de funciones

Intervalos (-o0,-1) -1 (-1,1) 1 (1,00)

Signo(f’(x)) - ¢ Dom(f(x)) - ¢ Dom(f(x)) -

Monotonia ~a ~. ~a

4) Curvatura y puntos de inflexion
)= 20 =1 =4 (=) +]) | 2 )T —1-20-2) | 2 1) -3) 2 D +3)
- -1’ - -1’ eyt )

f'(x)=0 2 x=0, x=1, x=-1. Pero x=1 y x=-1 no pertenece al dominio

Intervalo (-00,-1) -1 (-1,0) 0 0,1) 1 (1,00)

. - & +
Signo(f’(x)) - & Dom(f(x)) + 0 Dom(f(x))

Curvatura N U PI1(0,0) N U

5) Representacion grafica
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Junio 2006- Prueba B

PR-2. f(x)=x+e " Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los

extremos relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar
su grafica

1) Dom(f(x))=R
2) Asintotas:

- Vertical: no tiene

- Horizontal: lim f(x) =co+e™ =00+ (0 =00
X—>00

1imf(x)=—00+e°°:—oo+oo = o
x—>—oc0

ya que exponente crece mucho mas rapido

No asintota horizontal

- Oblicua: m=limM = lim1+e—= 1+2:1

x—eo  x X—>o0 X oo
n=lim f(x)—x=lime ™ =e™ =0
X—o0 X—o0

Veamos si x=>-o0

) X ) e’ o . —e”
hm& =liml+—=14+— =1+ lim
X0 X—>—o0 X oo L'H X—>—o0

=]l—-e" =]l—c0o=—

Luego la asintota es y=x (solo si x>eo)

3) Crecimiento y puntos relativos:

) =l-e™ > f'(x)=0 > 1-e™=0; e*=1 > -x=In(1)=0-> x=0

Intervalo (-00,-0) 0 (0,00)

Signo(f'(x)) - 0 +

Monotonia ~ m(0,1) /

4) Curvatura y puntos de inflexion

f"(x)=e 2 f"(x)=0 no solucion pues e" siempre positivo

Intervalo (-00,00)
Signo(f*’(x)) +
Curvatura v,
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-4

Junio 2005- Prueba B
PR-2.- Sea f(x)=e" +In(x), x€ (0,00).

a) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 'y sus asintotas. (1,5pto)

. . . . 1
b) Pruébese que ftiene un punto de inflexion en el intervalo [E, l} y esbocese la grafica

de /. (1,5 puntos)
a) Veamos primero el Dominio, que es necesario para el resto de calculos

1) Dom(f(x))=(0,)

2) Monotonia : f'(x)=e*+1/x=0 > e"=-1/x, que en el dominio no tiene solucion
pues para x>0 el exponente es positivo y —1/x negativo. En el domino
f'(x)>0, y por tanto la funcién creciente en todos los puntos del dominio es
decir en (0,00).

3) Asintotas:

- Verticales en x=0 (se anula el logaritmo)
- Horizontales lim f(x) = oo +0 = oo . No horizontales
. : e 1 e . e
- Oblicuas m= hm& =lim& +— =lim% +0 = [im% +0=o.No

X—>o X X—xo x2 xX—e0 L'Hx—eo ]

b) f’(x)=e*-1/x*. Veamos que en el intervalo [1/2,1] se anula f''(x), para eso
aplicamos Bolzano a la funcion ' (x):

- f7/(x) es continua en [1/2,1], ya que 0 no pertenece a este intervalo
- £7(1/2)<0; £7(1)>0

Luego al cumplir Bolzano existe un punto ce (1/2,1) tal que f"’(c)=0.
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30
25
20
15

18

PI

-5

Junio 2008. Prueba A
PR-2 Sea f(x)=In(x)/x” siendo xe (0,%). Se pide

a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y las
asintotas. Esbozar la grafica.

1) Dominio: nos lo da el problema: Dom(f(x))=(0,=)
2) Asintotas:
- Verticales: en x=0, pues se anula el denominador y el logaritmo.
. .1 o 1 .
- Horizontales lim f(x) = lim n(x) =—= hmﬂ =0 Asintota y=0 (s6lo si x>x)

X—>o0 xz 0o L'H x—oo 2x

- Oblicuas: no al tener horizontales
3) Crecimiento y extremos relativos:

f'(x)=ﬂ =0-> In(x)=1/2 > x=¢'?
X
Intervalo 0,6 e (e",00)
Signo(f'(x)) + 0 -

Monotonia — M(el/z, 1/2¢) T~

12

Luego f(x) crece en (e '“,0) y decrece en (0,e"?). En el punto M(e'%,1/2¢) hay un

maximo relativo.

Veamos la grafica:
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a.2 M

-6.2

-8.6

-8.8

Septiembre 2008. Prueba B
PR-2.- Sea f (X) =2 —x + In x con x& (0,+00).

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los
intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas de f . Esbozar la grafica de f .

b) Probar que existe un punto ce (1/¢%,1) tal que £ (c) =0 .

a) Primero veamos el dominio:
1) Dominio: Dom(f(x))=(0,%)
2) Asintotas:

- Verticales: en x=0 (se anula el logaritmo)

- Horizontales lim f(x) =1im2 —x+In(x) =2 — oo 400 =00, No tiene

1
—1+—=
f(x)=lim2_x+ln(x)=i=1im X __4

- Oblicua m=1im

X—>00 X X—o0 X 0o L'H x—oo 1
n=lim f(x)+ x = 1im 2 + In(x) = «. No oblicua

3) Extremos relativos:
f'(x)=-1+1/x=0 2> x=1.

Intervalo (0,1) 1 (1,00)

Signo(f'(x)) + 0 -

Monotonia — M(1,1) T~

Crece en (0,1) y decrece en (1,0). En el punto M(1,1) hay un maximo relativo
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4) Curvatura:

£’ (x)=-1/x*=0>Nunca se anula f"'(x)<0 luego siempre es concava hacia abajo N

2
Y

—2

—4
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