32 EJERCICIOS de CONTINUIDAD 2° BACH.

RECORDAR:

If(x) continuaenx =a < lim f(x) =f(a)

Es decir: “Una funcién es continua en un punto si el limite

coincide con la imagen en dicho punto”.

A efectos practicos, para estudiar si una funcién es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista limite
2) que ademas exista imagen

3) yque ambos coincidan

x-2

SiX#2

1. Dada f(x) =4 x -2 se pide: a) Representacion gréfica.
1 six=2 b) Estudiar analiticamente la continuidad lateral en x=2
¢) A la vista del apartado anterior, indicar su continuidad.

2. fdem con f(X) =+/x en x=0

3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

_x+1 _ 2X __X2Hx _ 1
) 1) = X=2 b) 1) x*> —5x +6 ©) 1) x2+x+1 d 19 sen X
e) f(x) =v/x-3 f) f(x) =Vx*-x-6 g) f(x) =vVx*+4 h) f(x)=tg x
i) f(x)=log (x+3) i) F)=In(x*-4) k) f(x)=In(x*+4)

(Soluc: a) discont. asintética en x=2; b) discont. asintética en x=2 y x=3; ¢) continua 00; d) discont. asintética en x=n-1r
donde n/7Z; e) continua en (3,»); f) continua en (-»,-2) /7 (3, «); g) continua 0OO; h) discont. asintética en

x=(2n+1)- /2; i) continua en (-3,«); j) continua en (-~,-2) [7(2, «); k) continua DD)

4. TEORIA: Si una funcién no esta definida en x=3, ¢puede ocurrir que Iirr;f(x) =57 ¢Puede ser en ese caso

continua en dicho punto? Completar los razonamientos afiadiendo ejemplos.

5. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (en caso de presentar discontinuidades, decir de qué tipo

se tratan):

Xx+1 six=0

a) (x) :{ b) f(x) =

x-1 six<O0

x> -1 six<0
2 six=0 C) f(x)={
2x-1 six>0

X+1 Si X 0 (~,2)
2x-1 si x[O(2,0)
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|x+2| six<-1

2 . 1 _
S e L R L R
' 2x+1 six>1
) . ! Si XD(—OO,—S]
X+1 six<3 x-1 si x 0 (-00,1] X-2
0) f(x)={ x* si3<x<4 h) fx)= {x>1  sixO(1,2] i) f0)= {/x+1  sixO(-3,0]
0 six>4 x2 si x (2,) e* si x [J(0,)

x*+1 six<0
) f(X)= < Lnx siO<x<4
2% six=4

(Soluc: a) discont. de salto finito en x=0; b) discont. evitable en x=0; c) discont. evitable en x=2; d) continua /7 7,
e) discont. asintotica en x=0y de salto finito en x=1; f) discont. de salto finito en x=1; g) discont. de salto finito en
x=3y x=4; h) discont. de salto finito en x=2; i) discont. de salto finito en x=-3; ) discont. de salto coen x=0y
de salto finito en x:4)

6. (S) Probar que la funcion
2
x° -1

f(x)=—2———
( ) x3+7X—8

no es continua en x=1 e indicar qué tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.

(Soluc: no es continua pues 7 f(1); discontinuidad evitable)

7. Considerar la siguiente funcién:

2
-1
f(x)=2
() 1
a) ¢ Es discontinua en algun punto? ¢ Por qué?
b) En x=1 la funcién no esta definida. Ampliar esta funcién de modo que sea continua 0.

(Soluc: discontinua en x=1 pues 7 f(1); basta hacer f(1)=2)

Sty 2+
8. (S) La funcién f(x)=L])_(a no esta definida en x=1. Hallar el valor de a para que sea posible definir el
X —_—

valor de (1), resultando asi una funcioén continua. Indicar también la expresion de la nueva funcién resultante.

(Soluc: a=-3; f(1)=6)

9. Hallar el valor de k para que la funcién

S—— sSix#3
f(x)= 4 x-3

k Si x=3

sea continua 0O  (Soluc: k=6)
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10. Clasificar las discontinuidades de la siguiente funcion:

X3 —-2x2 +x-2
9= x> —x-2

(Soluc: discont. de salto finito en x=-1; discont. evitable en x=2)

11. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2 -
M Ssix#1/2
f(X)= § 2x2-5x+2
-5/3 si x=1/2

(Soluc: discontinua asintotica en x=2)
12. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién, expresarla como funcion a trozos y representarla:
X
f(x)=2x +—
X
(Soluc: discont. de salto finito en x=0)

13. (S) Calcular cuanto debe valer a para que la siguiente funcién sea continua O, y representarla en dicho

x+l six<2
f(x)= ,
3—-ax® six>2

caso:

(Soluc: a=0)

14. (S) Se considera la funcién
Ln x six[(0,1)
f(x)=

ax2+b Si X D[l,oo)

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y f(2)=3.

(Soluc: a=1y b=-1)

15. (S) Dada la funcion

x2+2x -1 si x<0
f(x)= 4 ax+b si0<x<1
2 six=1

hallar a y b para que la funcion sea continua y dibujar la gréafica de la funcién en dicho caso.

(Soluc: a=3y b=-1)

16. Dada la funcién
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X+3 six<1l
f(x) = mx +n sil<x<3
-x?+10x-11 six>3

hallar los valores de m y n para que f(x) sea continua.  (Soluc: m=3, n=1)

17. idem:
—2x+1 SixO(—o0,-2)
f(x) =9 ax+2 sixO[-2,2]
x> +Db si x 0(2,0)
(Soluc: a=-3/2, b=-5)
18. idem:
-x*+a six<-1
f(x) =4 x* -4 Si —1<x<2
In(x —b) Six=2
(Soluc: a=-2, b=1)
19. idem:
ax+2 six<-1
2 i —1<x<
0 = b/x si 1<x<3
CX si3<x<5
10 six=5

(Soluc: a=-52, b=54, c=2)

20. La siguiente funcién se llama Funcién de Dirichlet™:

[0 sixe]
=] e

No es una funcion elemental, ya que es discontinua en todos sus puntos. Razonarlo.

Teorema de Bolzano %

RECORDAR:

f(x) continua en [a,b]

; : } = [Oc O (a,b)/f(c)=0
signo f(a) # signo f(b)

Se utiliza para demostrar la existencia de raices de una ecuacion en un intervalo.

Y En honor al matematico aleman Johann Dirichlet (1805-1859), que fue quien la ide6.
2 Bernard Bolzano (1781-1848), sacerdote y matematico checo, quien demostrod rigurosamente tal teorema.
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. Demostrar que la ecuacién x*+x°-7x+1=0 tiene al menos una solucién en el intervalo [0,1]  (NOTA: En
todos estos problemas, y de cara a la PAEG, enunciar previamente el teorema, y dar al final del ejercicio
una interpretacion grafica del resultado).

. (S) Demostrar que la ecuacion 1= e tiene una solucion en el intervalo (0,1). ¢, Cual es?

(Soluc: x=1/In m)

L. Z-7x+12 L . .
Dada la funciéon f(x) = % , puede comprobarse facilmente que en el intervalo [0,2] toma imagenes
X = 4x
de distinto signo, y, sin embargo, nunca se anula en el interior de dicho intervalo. ¢ Contradice esto el

teorema de Bolzano? Razonar la respuesta.
. Demostrar que la ecuacién x=cos x tiene al menos una solucién en el intervalo (0,1)

Probar que la ecuacién x*=3x+40 tiene alguna raiz real. Aproximar su valor (por tanteo) hasta las décimas.

(Soluc: x=~3,7)

a) Demostrar que la ecuacion 3x>-14x*+3x+20=0 tiene al menos una raiz en [1,2]

b) Obtener todas sus raices por Ruffini, y comprobar la validez de lo obtenido antes.

a) Probar que la funcion f(x)=x*-2x°-5 corta al eje x en el intervalo (-2,-1)

b) Buscar otro intervalo en el que exista una solucion de la ecuacion x*-2x>-5=0 y aproximar su valor hasta
las décimas.

Probar que las gréficas de Ln x y e se cortan en algin punto. Comprobarlo graficamente.
Probar que las gréaficas de f(x)=sen x y g(x)=1/x se cortan en algun punto del intervalo (21,5172)
Razonar que la ecuacién x=In x carece de solucion.

Probar que f(x):x3+x—5 toma alguna vez el valor 20

Demostrar que f(x):|x2—4| y g(X)=Ln x se cortan al menos en un punto del intervalo (2,3)
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