TRIGONOMETRIA
1. ANGULOS

1.1. Angulo en el plano

Dos semirrectas en el plano, r y s, con un origen comun O, dividen dicho plano en dos regiones. Cada una de
de estas regiones determina un angulo. O es el vértice de losangulos ¢ y .

3
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El &ngulo « queda determinado al girar la semirrecta r, que se denomina semirrecta origen, hasta la
semirrecta s, que se denomina semirrecta extremo.

1.2. Criterios de orientacion de angulo

Se considera que un &ngulo « esta orientado en sentido positivo cuando el giro desde la semirrecta origen a la
semirrecta extremo se realiza en sentido contrario a las agujas del reloj. En caso contrario, se considera que
el angulo esta orientado en sentido negativo.

1.3. Sistema de medida de angulos

Sistema sexagesimal

En el sistema sexagesimal se establece que un angulo completo mide 360 grados sexagesimales (360°). Por
tanto, un grado sexagesimal (1°) resulta de dividir un &ngulo completo en 360 partes iguales.

Un grado sexagesimal se divide en 60 minutos (60’) y cada minuto en 60 segundos (60°”)
1°= 60’ 1’ =60

Se deduce facilmente que un angulo recto mide 90° y uno llano 180°

Medida en radianes

El radian es el valor del angulo central que abarca una longitud de arco igual al radio

a =1 radian o= % =1,2 radianes p= % =0,5 radianes



Observando los ejemplos anteriores se puede generalizar:

Longitud de arco
radio

Angulo (en radianes) =

2-7r-r
r

=2zrad = | 360°=2xrad

Por tanto, angulo completo=

Luego un angulo llano mide 7 rad (180° = rad) y un angulo recto %rad [900 =% radj

1.4. Reduccién de angulos al primer giro

= Para representar geométricamente un angulo se sitUa sobre unos ejes cartesianos y se toma como semirrecta
origen el semieje positivo de abscisas.
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= Para representar geométricamente un angulo mayor de 360° se le restan tantas vueltas completas como sea
posible, asocidndole de este modo un angulo comprendido entre 0° y 360°.

Ejemplo: Calcular la reduccion al primer giro de un angulo de 1940°

1940° | 360°
2480 35& = 1940°=5.360°+140°

Este resultado indica que 1940° tiene 5 vueltas completas maéas 140° es decir, el angulo equivalente en el
primer giro a 1940° es 140°




2. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

Dado un angulo agudo « cualquiera, se puede construir sobre él un tridngulo rectangulo en el que dicho angulo
o sea uno de sus angulos agudos.

b

A partir de la construccién de la figura anterior se establecen las siguientes definiciones:

) longitud del cateto opuestoa o ¢
= Seno del &ngulo a -  sena= =_
a

longitud de la hipotenusa

, longitud del cateto contiguo a b
= Cosenodel &nguloaa —  cosa= g g «_2

longitud de la hipotenusa a

. longit | catet t
= Tangentedel anguloa —»  tga = ongitud del cateto opuestoa o _ ¢

N longitud del cateto contiguo a ¢ b

Las definiciones anteriores no dependen de la dimension del tridngulo rectangulo que se construya sobre el
angulo a ya que todos los posibles triangulos rectangulos asi construidos seran semejantes (son rectangulos y
tienen un &ngulo agudo igual « ). Por tanto, el valor que resulta de dichas definiciones sera siempre el mismo.

La razén inversa del seno de « se llama cosecante de a, la inversa del coseno de « se llama secante de a y la
inversa de la tangente de « se llama cotangente de a.

= Cosecante del &nguloa —»  coseca =

Sen o

= Secante del angulo a — seca =
CoS

= Cotangente del &ngulo o —» cotga = ti
ga

2.1. Propiedades

1) O<sena<l y O0O<cosa<1 paracualquier angulo agudo «

Esta propiedad es consecuencia del hecho de que, en todo triangulo rectangulo, los catetos son menores que
la hipotenusa.

2) Para cualquier angulo agudo « se cumple:

sen’a +cos’a =1 (Identidad fundamental de la Trigonometria)



3)

4)

5)

Demostracién

2 2
c 2 » c b ¢’ +b’
SenN"a +CoS = —| +| =] =
definicion a a a
e [ razones trigonom.

sen o CoS & .
tga = y cotga =——— para cualquier angulo agudo «
CoS & sen o

Esta propiedad se deduce de las definiciones de sen«, cos«, tga y cotg «

1+ tg°a = sec® a para cualquier angulo agudo «

Demostracién

Dividiendo en la identidad fundamental por cos®ca se tiene:
sen’a N cos’a 1

. —=——— = tffa+l=sec’a
cos’a  cos’a  cos’a

1+ cotg®a = cosec’a para cualquier angulo agudo «

Demostracion
Dividiendo en la identidad fundamental por sen’a se tiene:

sen‘a . cos’a 1

- - — = 1+cotg’a =cosec’a
sen‘a  sen‘a sen’a

2.3. Razones trigonometricas de los angulos de 30°, 45°y 60°

Para deducir las razones trigonométricas de 45° construimos un cuadrado de lado x y trazamos una de sus
diagonales. La diagonal divide al cuadrado en dos triangulos rectangulos ambos isésceles, es decir,

triangulos rectangulos donde los dos &ngulos agudos son de 45°.

Por el Teorema de Pitagoras — diagonal =+/x? + x® =/2x? = /2x

15"

Por las definiciones de las razones trigonométricas de un angulo agudo se obtiene:

x 1 2 1

sendxyl= —="—=— cosec 45° = = \/E

J2x 2 2 sen 45°

2

Teorema
Pitagoras



C0S45° = X = i = E sec 450 = 1 =
V2x A2 2 cos 45°
X 1
tg4x°=—=1 cotg45° = =1
X tg 45°

Para deducir las razones trigonométricas de 30° y 60° se construye un triangulo equilatero de lado x y
trazamos la altura por uno de sus vertices; ésta divide al triangulo equilatero en dos triangulos rectangulos
iguales de angulos agudos 60° y 30° Usando el teorema de Pitdgoras en uno de estos dos tridngulos

2 2 2
rectangulos tenemos: altura = . | x? —Gj = \/xz X \/3% = @

S|

X
. sen30°=l:1 cosec 30° = 1 =2
X 2 sen 30°
Vi
= cos:%Of’:LzE sec 30° = :i:ﬂ
X 2 cos30° /3 3
) Ve
2 1 3 1
= {g30°0= 2= ="" cotg30° = =3
) V3x 43 3 9 " tg30
2
Jix
. sen60°=L:£ cosec 60° = 1 zizﬁ
X 2 sen60° 3 3
X
= cos60°:l=1 sec 60° = =
X 2 cos 30°
J3x 5
2 1 1 3
= tg60°=—45—=4/3 cotg 60° = =— ="-
: X 0 tg60° 3 3
2



a=30°=" rad a=45=" rad a=60°=" rad
6 4 3
sen o 1 Q ﬁ
2 2 2
CoS & ﬁ ﬁ 1
2 2 2
tga ﬁ 1 J3
3
COSEC o 2 2 ¥
sec a % J2 2
cotg J3 1 ﬁ
3

3. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA

En un sistema de ejes cartesianos se considera una circunferencia con centro en el origen de coordenadas. A

cada punto P de la circunferencia se le asigna un angulo orientado « del siguiente modo:

y A

a es el angulo determinado por el semieje positivo de abscisas y la semirrecta determinada por el punto P y el
origen de coordenadas O .

A cada dngulo « le corresponde, en dicha circunferencia, un solo punto P.

Para simplificar los calculos se toma una circunferencia de radio unidad que se denomina circunferencia

goniométrica.

Al punto P vy al valor de las coordenadas les asignamos:

P angulo o

(x,y) (cosa ,sen a)



COSa =X y

o
<y

sena =Yy

Esta forma de asignacion es totalmente concordante con las definiciones dadas para las razones trigonomeétricas
de un angulo agudo. Dado que el radio es 1 resulta:
y

sena==>=y oS = = = X
1 1
y A sen 90° = 1
0,1) c0s90° =0
a=0°| a=90° | ¢=180° | ¢ =270° | @ =360°

sen o 0 1 0 -1 0
CoS & 1 0 -1 0 1 (=1,0){ (1.0
- - 0 3

tga 0 No existe 0 No existe 0

0, -1)

3.1. Signo de las razones trigonométricas
La interseccion de la circunferencia con los ejes de coordenadas determina cuatro cuadrantes. El signo de las
coordenadas de los puntos de cada cuadrante corresponde al signo de las razones trigonométricas de los angulos

que estos puntos determinan.

P(X,y)———— >«

cosa = X
sena =y
sena COoS o tga
AN TN D
T H I [ - + foo- +




3.1. Propiedades de las razones trigonométricas

1) —1<sena <1y —-1<cosa <1 paracualquier angulo «

O<sena<l

En particular, si « esun angulo agudo =
O<cosa<l

2) sen’a+cos’a =1 paracualquier angulo «

(Identidad fundamental de la Trigonometria)

Esta propiedad nos permite hallar el
coseno de un angulo a partir del
Seno y viceversa

sen o CosS & _
3) tga = y cotga =—— para cualquier angulo o
CoS sen o

Con estas identidades si conocemos
dos de las razones trigonométricas
gue aparecen en ellas podemos
hallar la tercera

4) 1+tg°a =sec’ o para cualquier angulo o

Esta propiedad nos permite hallar la
tangente de un angulo a partir de la
secante y viceversa

5) 1+ cotg’a = cosec’a para cualquier angulo «

Esta propiedad nos permite hallar la
cotangente de un angulo a partir de
la cosecante y viceversa

seno =—— La cosecante es la inversa del seno
6) senca-coseca =1 = COSeC o y viceversa
coseCc o =
sen o
Cosa = oc La secante es la inversa del coseno
7) cosa-seca=1= SeCa y viceversa
SeC o =
CoOSs o
tga = cotg o La cotangente es la inversa de la
8) tga-cotga=1= tangente y viceversa
1
cotgar = ——

tga




4. RELACION ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE
ANGULOS DE DIFERENTES CUADRANTES

Primer cuadrante

ANGULOS COMPLEMENTARIOS J—— 90" — o
O00—op) 900—er) seno /’f

sen (90°—a) =cos a cosec (90°—q) = sec coseno / ,’; o
cos (90°—a) =sen sec (90°—«) = cosec a |' T".

| |
tg(90°—«) = cotg @ cotg (90°—«x) =tgx H\ ;"

/
~— | o

Sequndo cuadrante
ANGULOS SUPLEMENTARIOS

SeNoO | Coseno

sen (180°—«) = sen « cosec (180°—¢) = cosec « 180" — v/ “] (x
cos (180°—¢) = — cos & sec (180°—a) = —sec & |1 I|
|I |
tg(180°—«) = —tgx cotg (180°—«) = —cotg N\
b

ANGULOS QUE DIFIEREN 90°

sen (90°+«) = cos cosec (90°+a) =sec seno
COSCI0

cos (90%+a) = —sen sec (90°+«) = — cosec

tg(90°+«) = —cotg o cotg (90°+a) = —tgox

Tercer cuadrante

ANGULOS QUE DIFIEREN 180° Seno | coseno

sen (180°+a) = —sen « cosec (180°+a) = — Cosec « / HE ™~

cos (180°+¢) = — Cos & sec (180°+¢) = —sec & f \T. o

tg (180°+¢a) =tg cotg (180°+«) = cotg & . 'l" /
180" + «v \\ /f’



ANGULOS QUE SUMAN 270°

sen (270°—a) = —cos
cos (270°—) = —sen

tg(270°—«) =cotg

Cuarto cuadrante

S€no COSEMo
~ e,
™
cosec (270°—a) = —sec / T P
sec (270°—q) = — cosec a |  E—
cotg (270°-a1) = tga YA
L
270" —a |

ANGULOS QUE SUMAN UN ANGULO COMPLETO O QUE SON OPUESTOS

sen (360°—«) =sen (—a) = —sen

cos (360°—«a) = cos (—a) = cos

tg(360°—a) =tg(—a) =—-tga

ANGULOS QUE DIFIEREN 270°

sen (270°+a) = — cos
cos (270°+a) =sen a

tg(270°+a) = — cotg

seno e

. e -
LCOSEN0 f,f ™,

7360° — o
\\_ /

-~

cosec (360°—a) = cosec (—a) = — cosec
sec (360°—«) =sec (—a) =sec a

cotg (360°—«) = cotg (—a) = —cotg o

S5€N0 | Ccoseno
cosec (270°+¢a) = —sec /,——\
sec (270°+«) = cosec o II; e '}h ¥
cotg (270°+a) = —tg«x Iﬂ.\ Hﬂ JJ'
\\RH 4/} /
270"+ a




5. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Resolver un triangulo rectangulo es hallar todos sus elementos desconocidos.

En un tridngulo hay que determinar 6 elementos: sus tres angulos y sus tres lados.
Para resolver un triangulo rectangulo se puede utilizar:

= Lapropiedad que indica que la suma de los tres angulos de un triangulo es 180°
= El teorema de Pitagoras

= Las definiciones de las razones trigonométricas

6. RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA

Teorema de los senos
Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los &ngulos opuestos.

A

a b ¢ b
senA senB senC

Teorema del coseno

En todo triangulo el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el
doble del producto de estos lados por el coseno del angulo comprendido entre ellos.

A
a’?=b%+c*—2-b-c-cos A
A b (o)
b?=a?+c*-2-a-c-cosB
c®=a’+b*-2-a-b-cosC
C B



