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TEMA 3. Sistemas de ecuaciones lineales
Problemas Resueltos

Clasificacion vy resolucion de sistemas por métodos elementales

1. Resuelve utilizando el método de de reduccién de Gauss, los sistemas:

X+y+z2=2 X—y+3z=-4
a)4 3x+2y-z=4 b) ¢ x+y+z=2
—-2X+y+4z1=2 X+2y—-2=6
Solucion:
Se transforma el sistema como se ird indicando.
X+y+z2=2 X+y+z=2 X+y+z=2 x=0
a) s 3X+2y-72=4 < E2-3El\-y-41=-2 & —y-41=-2 = Jy=2.
—2X+Yy+4z=2 E3+2E1| 3y+62=6 E3+3E2| -6z=0 z=0

Observacion: Para cerciorarse de que la solucion es correcta es conveniente su comprobacion,
sustituyendo los valores hallados en las ecuaciones iniciales, y viendo que se cumplen.

X—-y+3z=-4 X—-y+3z=-4 X-y+3z=-4 x=1
b) ¢ x+y+z=2 < E2-El{ 2y-2z=6 <& 2y-22=6 = Jy=2.
X+2y—-2=6 E3-E1l| 3y—-4z=10 E3-2E2 -y=-2 z=-1

2. Resuelve utilizando el método de Gauss los sistemas:

X+y+2=06 X+y+2=06
a){Xx—-y—-z=-4 b) {x—-y—-z=-4
3X+y+z=8 X+y+z=7
Solucion:
X+y+2=06 X+y+z2=6

Q) sXx—y-z=-4< E2+El{ 2x=2 — (Dos ecuaciones repetidas). Resulta un
3X+y+z=8 E3-El 2x=2

. . . . X+Yy+2=06 +2=5
sistema compatible indeterminado, equivalente a { y = {y :

x=1 x=1
x=1
Si se hace z = t, la solucion puede escribirse como sigue: sy =5-t.
z=t
X+y+2=06 X+y+2=6 X+y+2=06
b) {x-y-z=-4< E2+El; 2x=2 <& 2x=2 — (Unaecuacién
X+y+z2=7 E3-E1l 2x =1 E3-E2 0=-1

absurda). El sistema es incompatible.
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3. Aplicando el método de Gauss discute, en funcion de los valores del parametro m, los
sistemas:

X+y+2=2 X—y+2zZ=m
a) 4 3x+2y-z=4 b) 2x+y+z=2
—2Z+y+mz=2 X+2y—-2=6
Solucion:
Se transforma el sistema como se ird indicando.
X+y+2=2 X+y+z2=2 X+y+2=2
a)4 3X+2y-z=4 < E2-3E1y -y-41=-2 < —y—-4z=-2.

—2x+y+mz=2  E3+2E1|3y+(m+2)z=6 E3+3E2|(m-10)z=0
A partir de la tercera ecuacion: E3=(m-10)z =0, puede deducirse:

« Sim=10, queda E3=0-z=0 — Esta ecuacion se cumple para cualquier valor de z.
El sistema resultante es compatible indeterminado. Para hallar su solucion puede hacerse z =t
y llevar ese valor a las deméas ecuaciones.

Resulta:
X+y+z=2 X+y+t=2 X =3t
—y-41=-2 = {-y-4dt=-2 = y=2-4t
z=t z=t z=t

. Sim#10,de E3=(m-10)z =0 =z =0 — Observa que, despejando z = 5"
m_

El sistema resultante es compatible determinado. Para hallar su solucion se sustituye z = 0 en
las demés ecuaciones, resultando:

X+y+2=2 X+y+0=2 x=0

-y-41=-2=3-y-0=-2 = Jy=2

X—y+2z=m X—y+2Z=m X—y+2Z=m
b) 12x+y+z2=2 < E2-2E1:3y-32=2-2m & 3y—-3z=2-2m.

X+2y—-2=6 E3-E1 | 3y—-3z=6-m E3-E2 0=4+m
La tercera ecuacion: E3=0=4+m, solo tiene sentido si m = -4, resultando 0 = 0. Se pierde
X—-y+2z=-4
una ecuacion: el sistema sera compatible indeterminado, equivalente a < 3y -3z =10
m=-4
Su solucion puede darse en funcion de alguna de las incognitas. Asi, si se hace z =t, el
X—-y+2t=—4 X=—4+y-2t X=-2/3-t
sistemaqueda 4 3y-3t=10 =< y=10/3+t = <y=10/3+t.
z=t1 z=t z=t

Como se ha dicho, para m # -4, el sistema sera incompatible.
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4. Aplicando el método de Gauss discute, en funcion de los valores del parametro m, los
sistemas:

X +z=1 X +2z=1
a) y+z=2 b) y+z=2
3X+my+4z=3 2X+my+4z=3
Solucién:
Se transforma el sistema como se ira indicando.
X +z=1 X +z=1 X +z=1
a) y+z=2 < y+2=2 & y+z=2 .

3x+my+4z=3 E3-3E1| my+z=0 E3-E2| (m-1)y=-2
A partir de la tercera ecuacion: E3 = (m —1)y =—2, puede deducirse:

« Sim=1,queda E3=0-y =-2 — Esta ecuacion es absurda. El sistema resultante es

incompatible.
« Sim#1, el sistema es compatible determinado. Observa que de E3 = (m —1)y =-2,

m-1
El valor de las demas incognitas se halla sustituyendo:

despejando = y =

X+z=1->x=1-7—>x=1- 2m _-—m-1
X +z=1 m-1 m-1
y+z=2 = z:Z—y—>z=2+L=2—m
m-1 m-1
y=-2/(m-1) 2
YT
X +2z=1 X +2z2=1
b) y+z=2 < y+z=2.

2X+my+4z=3 E3-2E1 my =1
A partir de la tercera ecuacion: E3 = my =1, puede deducirse:
« Sim=0,queda E3=0-y =1 — La ecuacion es absurda. El sistema resultante es
incompatible.

« Sim#0, el sistema es compatible determinado. Observa que de E3=my=1= y = l.
m
El valor de las demas incdgnitas se halla sustituyendo:

X +2z=1 m m
y+z=2 = 2:2—y—>~z:2—l:2m_1
m m
my =1 1
y=—
m
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5. Aplicando la regla de Cramer halla la solucién general, en funcion del parametro m, del

X +z=1
sistema y+z=2
3X+my+4z=3
Solucion:
1 0 1
La matriz de coeficienteses A=|{0 1 1 |.Su determinante vale |A| =1-m.
3 m 4

Como para poder aplicar la regla de Cramer hay que exigir que |A| =1-m#0, m no puede
tomar el valor 1. Con esto:

101 111 101

2 11 021 01 2
X:3m4:1+m_ _334: 2 _Z:3m3:_2m
A 1-m’ A 1-m’ A 1-m

Puede observarse que esta soluciones carecen de sentido cuando m = 1. Esto significa que para
m =1 el sistema es incompatible. (Compara este método y resultado con lo hecho en el
problema anterior).

6. Estudia la compatibilidad de los siguientes sistemas. Cuando exista, da su solucion.

X+y=5 X+y=5

a) «x—y=-1 b) {x-y=-1

2x—y=1 2x+y=1
Solucién:

Son sistemas de 3 ecuaciones con 2 incdognitas. Para estudiar su compatibilidad basta con
aplicar transformaciones de Gauss. El sistema sera compatible cuando aparezca una ecuacion
repetida; en caso contrario, sera incompatible.

X+y=5 X+y=5 X+y=5—->y=3

a) {x—y=-1< E2+EL; 2x=4 = X=2 . Compatible.
2x—-y=1 E3+El| 3x=6 X=2
X+y=5 X+y=5 X+y=5—>y=3

b) <x—-y=-1< E2+El{ 2x=4 = X=2 . Incompatible.
2x+y=1 E3-El1| x=-4 X=-4

De otra manera. El sistema tendra solucién cuando la solucion obtenida a partir de dos de las
ecuaciones valga en la otra.

., . X+y=5
a) Se toman E1y E2. La solucion del sistema { y 1 esx=2ey=3.
X—y=-—
¢ Esos valores verifican la tercera ecuacion: E3=2x—y =17
Si,pues2-2-3=1.
En consecuencia, el sistema es compatible y su soluciones x =2 ey = 3.
Observacion: La solucién es la misma si se toman las ecuaciones ELy E3 0 E2 'y E3.
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X+y=5
X—y=-1
¢ Esos valores verifican la tercera ecuacion: E3=2x+y =17

No,pues2-2+3=7#1.
En consecuencia, el sistema es incompatible: no tiene solucion.

b) Se toman E1y E2. La solucidn del sistema { esx=2ey=3.

Observaciones:

+y=5

. . . . X
1) La solucion obtenida a partir de las ecuaciones E1y E3, {2 esx=-4ey=09.
X+

2) El lector sabra que las ecuaciones del tipo ax +by = ¢ se representan como rectas en el

plano. Si las tres rectas se cortan en el mismo punto, el sistema asociado es compatible. Si
esas tres rectas no tienen ningun punto en comun significa que el sistema asociado es
incompatible. En la siguiente figura se representan las rectas asociadas a ambos sistemas.

N3 2x_y={/

x—y=-1

4 - 4 x—y=-1
2.
K x+y=3 ity=5

_Z/-/ﬁ 2 4\5{ -'4/-'/_2-0 2 4

7. Para que valor de m tendré solucion el sistema:

X+y=5 X+y=5
a) «x—-y=-1 b) s x—y=-1
mx—y=1 2X+y=m
Solucién:
X+y=5 X+y=5

a) «Xx—-y=-1< E2+ElX 2x=4 =x=2.
mx—y=1 E3+ELl|{(m+1)x=6

Como x = 2 debe cumplir las tres ecuaciones, sustituyendo en E3 se tendra:
(M+1)2=6 = 2m+2=6 = m=2.

X+y=5 X+y=5 X+y=5
b) {x-y=-1 < E2+El: 2x=4 =< x=2 .Serdcompatible cuando2=m-5=
2X+y=m E3-El|x=m-5 X=m-=5

=>m=7.
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1
.. . . . —x-2y=1
8. Expresa en la forma matricial AX = B el sistema de ecuaciones lineales ¢ 3 y :
x-3y—-2=0
Resuélvelo calculado la matriz inversa de A 'y despejando X.
Solucion:
. . X—6y=3 1 —6)(x 3
El sistema dado es equivalente a & = :
X—-3y=2 1 -3)\y 2
. . . 1 -6
La matriz A es invertible, pues |A| = L 4" 3.
. 1 1 _3 6
Suinversaes: A" =— .
3\-1 1
La solucion de la ecuacion AX =B es X = A™'B.
Por tanto:
X\ 1(-3 6)\(3 X)) 1(3 1 1
== 1= == = =>Xx=Ly=——.
y) 3-1 1)\2 y) 3\-1 -1/3 3
X 2 0 1
. : 1 3 2
9. Resuelve el sistema (AB)| y |=| 5|, siendo A=| -3 1|y B= 0 1 _af
z 0 2 1
Solucién:
0 1 0O 1 -4
1 3 2
AB=|-3 1 =-3 -8 -10| =
01 -4
2 1 2 7 0
X 2 0 1 -—-4)\x 2 y—4z=2
(AB)|y|=|5|<|-3 -8 -10|y|=|5|< {-3x-8y-10z=5.
z 0 2 7 0 Nz 0 2X+7Ty =0
Transformaciones de Gauss:
y—4z=2 y—4z=2 y—4z=2
-3x—-8y-10z=5 < E2+8El: -3x -42z=21 < E2/(-3)<x +14z=-7
2X+1y =0 E3-7E1(2x +28z =-14 E3/2 |x +14z=-7

Como aparecen dos ecuaciones repetidas, el sistema es compatible indeterminado, equivalente
—4z7=2
a y :
{x +14z =7
X =—7-14t

Haciendo z =t se obtiene la solucién: § y=2+4t .
z=t
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Sistemas con un parametro. Aplicacion del teorema de Rouché

X+2y+2=3
10. Estudia, en funcidn del valor de m, la compatibilidad del sistema { x +3y +2z =5.
X+my+3z=7

Resuélvelo cuando tenga infinitas soluciones, y da un par de esas soluciones.
Solucién:

1 2 1|3
Sean las matrices de coeficientes y ampliada: A=|{1 3 2| 5|=M
1 m 3|7
1 2 1
A=l 3 2/=4-m = |A=0sim=4; |A =0 cuando m#4.
1l m 1
Con esto:
« Sim=4=r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
12 1|3
. Sim=4,setiene A=[1 3 2|5 :M.Como|Al|=E :237&0 = r(A) = 2.
1 4 3|7

Como C4 = C2 + C3, el rango de M también es 2: r(M) = 2.
Luego sim =4, r(A) = r(M) = 2. El sistema serd compatible indeterminado, equivalente a:

X+2y+2=3 X+2y=3-12 X+2y=3-12 X=3-2-2y
= = =
X+3y+2z2=5 X+3y=5-2z E2-El| y=2-2 y=2-12
X=-1+t
Haciendo z = t, se obtiene la solucién < y=2-t .
z=t

Para cada valor de t se obtiene una solucion distinta. Por ejemplo, si t = 0 se obtiene x = -1,
y=2,z=0;sit=1,lasolucibonesx=0,y=1,z=1.

kx+y+(k+1)z=0
11. Resuelve el sistema ky +(k+1)z =0 para los valores de k que lo hagan compatible.
X +2z=1

Solucion:
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada. El sistema tendra solucion cuando
r(A) = r(M).

k 1 k+1|0 k 1 k+
A=|0 k k+1[0|=M = |Al=0 k k+1=2k>+k+1-k’®-k=k*+1
10 2 |1 10 2

Como |A| # 0 paratodo k, r(A) =3 =r(M) = El sistema es compatible determinado para todo
valor de k.
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Su solucion, aplicando la regla de Cramer, es:

0 1 k+ k 0 k+ k 1 0
0 k k+ 0 0 k+ 0 k O
X:10 2:1—k2_ y:11 2:—k2—k Z:101:k2
A k?+1 A k?+1 ' A k?+1
kx +2z=0
12. Discute, segun los valores del parametro k, el sistema ky—z=k .
X+3y+z2=5
Resuélvelo para el valor de k = 2.
Solucion:
k 0 210
Las matrices de coeficientes y ampliadason: A=|0 k -1| k|=M.
1 3 1|5
k 0 2
A=0 k -1L=k(k+3)-2k=k*+k=k(k+1) = |A=0sik=00k=-1
1 3 1
Por tanto:
« Sik#0,-1, el r(A) =3y el sistema serd compatible determinado.
« Sik=0, setiene:
00 210
A=|0 0 -1| 0|=M,siendo r(A)=2=r(M), pues C1, C2y C4 son proporcionales.
1 3 1|5
El sistema sera compatible indeterminado.
« Sik=-1, se tiene:
-1 0 2|0 0 2 0
A= 0 -1 -1|-1|=M,conr(A)=2yr(M)=3,pueselmenor |-1 -1 -1=4.
1 3 115 3 1 5

Luego, el sistema serd incompatible.

Para k = 2, el sistema queda:
2x +2z=0 X +2z=0 X +2=0

2y-1=2 & 2y-1=2 = 2y-1=2 =
X+3y+z2=5 X+3y+2=5 E3-E1| 3y=5
X=-Z—>X=-4/3
= z2=2y-2—>171=4/3.
y=5/3
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X +2y —-1=2
13. a) Discute en funcidn de los valores de a el sistema {x+ (1+a)y —az = 2a.
X+ay+(@1+a)z=1

b) Si es el posible, resuélvelo cuando a = -1y cuando a = 1.
Solucién:

1 2 -11] 2
a) Las matrices de coeficientes y ampliadason: A=|1 1+a -a | 2a|=M
1 a 1l+a| 1l
1 2 -1 1 2 -1
A= 1+a -a|=F2-F10 a-1 -a+l=(a-1)fa+2)-(-a+1)a-2)=2a(a-1)
1 a 1l+a F3-Fl10 a-2 a+2
Portanto: [A/l=0sia=00a=1=r(A)=2; |A=0sia=0ya=1=rA)=3.

En consecuencia:
. Siaz0ya=1,r(A)3=r(M)— Sistema compatible determinado.

12 -1]2
. Sia=0,etiene: A=|{1 1 0 | 0|=M.Esevidente que r(A) = 2: E i;to.
10 111
2 -1 2
Por otra parte, como el menor|Ml|:1 0 0[=3 =elrangode Mes 3.
1 0 1

En este caso, el sistema sera incompatible.

12 -1|2
. Sia=1, A=1 2 -1|2|=M. ComoFl1=F2=r(A)=r(M)=2.
10 2|1

En este caso el sistema es compatible indeterminado.

b) Para a = -1, el sistema es compatible determinado. Su solucion puede hallarse por
sustitucion.

X+2y—2=2 X+2y—-2=2—>X+2(Xx-1)—-(-2-%x)=2

Sia=-1,queda: < X+z=-2 —=><z2=-2-X =
X—-y=1 y=x-1
4x =2 x=1/2
=>1=-2-X=y=-1/2.
y=x-1 z=-5/2

Para a = 1, el sistema es compatible indeterminado, equivalente a:
{x+2y—z:2 {x+2y:2+z El—EZ{ y=1+3z
& =

X+y+2z=1 X+y=1-2z X+y=1-2z
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X = -5t
Si se hace z =t, su soluciones <y =1+3t.
z=t

X+y=1
14. a) Halla, si existen, los valores del pardmetro a para que el sistema < 2x—4y =—a sea
4x +10y =a’
compatible determinado.
b) Resuélvelo, si es posible, paraa=-2yparaa = 2.
Solucion:
a) Se trata de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2 incognitas.

Para que tenga solucion unica (SCD) es necesario que r(A) = r(M) = 2, siendo A la matriz de
coeficientes y M la matriz ampliada. Si r(M) = 3, el sistema sera incompatible.

1 1 1
Las matricesson: A=|2 -4 | —a|=M
4 10 a’
El determinante de M vale
1 1 1
IM|=|2 -4 -a]=-4a’ +10a—(2a* +4a)+20+16=—6a’ +6a+36=—6(a+2)(@-3).
4 10 a’
Este determinante vale 0 sia=-20a = 3.
Por tanto:

« Si a#-1y3=r(M)=3.Elsistema serd incompatible.
« Sia=—-2o0a=3,r(A) =r(M)=2. El sistema serd compatible determinado.

X+y=1
b) Sia=-2e¢lsistemaes: { 2x—4y=2 < {
4x +10y =4
Sumando ambas ecuaciones se obtiene: x=1=y=0.

X+y=1 - 4-El|{4x+4y =4
2Xx—4y =2 2x—4y =2

Si a = 2 el sistema es incompatible.

ax+y+z=1
15. a) Discute en funcion de los valores de a el sistema 1 x+ay+z=a .
X+y+az=a’

b) Resuélvelo para el caso a = 0.

Solucién:
al 1

a)|A=/1 a 1/=a’-3a+2=(a-1)a’+a-2)=(a-1)a-1)a+2).
1 1 a

La descomposicidn factorial se hace aplicando el teorema del resto: viendo que unaraiz es a =
1, dividiendo por Ruffini y resolviendo la ecuacion de segundo grado.
Para estudiar la compatibilidad del sistema hay que estudiar los rangos de las matrices Ay M,
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de coeficientes y ampliada, respectivamente.

al 1|1
A=|1 a 1| a |=M
1 1 a|a’
Como se ha visto, | Al =(a—1)a—1)a+2) = |A|=0 sia= 1 (raiz doble) 0 a = -2.
Luego:
« Siazly-2= r(A)=3=r(M). El sistema sera compatible determinado.
1111
. Sta=1lsetiene: A=(1 1 1|1(=M =r(A)=r(M)=1.
1111

El sistema serd compatible indeterminado con dos grados de libertad.
El sistema inicial quedara reducido a {x +y+z=1.

-2 1 1 1
. Sia=-2setendra: A=| 1 -2 1 |-2|=M.
1 1 -2| 4
El rango de A es 2; pero el rango de M es 3, pues el menor de M,
1 11
IMy|=-2 1 2/=0+10-5=0. En este caso el sistema es incompatible.
1 2 4
b) Para a = 0, el sistema es:
y+z=1 y+z=1 y+z=1
X +2=0 < (Por Gauss) X +4+z=0= X +2=0
Xx+y =0 E3-El|x -z=-1 E3+E2|2x=-1

Lasoluciénes: x =-1/2;y = 1/2; 2 = 1/2.

16. (Propuesto en Selectividad 1999, Madrid)
Estudia el siguiente sistema lineal, segun los diferentes valores del parametro real a. En los
casos en que sea compatible, resuélvelo.

2 =1 -1)(x a
-1 2 -1||ly|=|la
-1 -1 2 Z a

Solucion:
2 -1 -1|a
Las marices de coeficientes y ampliadason: A=|-1 2 -1|a|=M
-1 -1 2 |a
2 -1 -
A=-1 2 -1=0. Luego, r(A) = 2.
-1 -1 2
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-1 -1 a

Elmenor M,|=12 -1 a=9a = |M,|=0sia=0; |M,|=0sia#0.
-1 2 a

Por tanto, r((M) =2sia=0; yr(M)=3,sia#0.

Luego:

. Sia=0,r(A) =2=r(M). El sistema es compatible indeterminado.
. Sia#0,r(M)=3yr(A) = 2:. El sistema sera incompatible.

Para a = 0, el sistema dado es equivalente a:

2X—-y—-2=0 2X—-2=Y 2X—-12=Y
= =
-X+2y-2=0 X+2=2y E2+E1| 3x=3y

17. (Propuesto en Selectividad 2001, La Rioja)
Estudia, segun los valores de m, y resuelve cuando sea posible el sistema de ecuaciones:
X+2y+3z=1
X+my+3z=3
y—-6z=0
3y-z=2
Solucion:
Es un sistema con 4 ecuaciones y 3 incognitas. Necesariamente sobra una ecuacion, al menos.

Como siempre, tendra solucion cuando el rango de la matriz de coeficientes sea igual al de la
matriz ampliada.

1 2 3 1
. - . 1 m 3 3
Las matrices de coeficientes y ampliada son: A= =M
01 -6| 0
0 3 -1]| 2
1 2 3
El rango de A es 3, pues el menor |[A =0 1 -6/=17 0.
0 3 -1

Para que el rango de M también sea 3 es necesario que su determinante (4 x 4) sea 0:
m 3 3 [2 3 1

IM|=|1 -6 0-|1 -6 O:—12m+45+13:—12m+58:>|M|:Osim:%.
3 -1 23 -12
Por tanto:

« Sim=# %9 r(A) = 3y r(M) = 4. El sistema sera incompatible.

« Sim= % r(A) = 3 =r(M). El sistema es compatible determinado.
29 X+2y+3z=1
Para m = 3 el sistema es equivalente a y—6z=0 (Se hasuprimido E2).
y—-z=2
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Aplicando el método de reduccion de Gauss:

X+2y+3z=1 X+2y+3z=1
y-6z=0 < y-6z=0 =
y—-z=2 E3-3E2 172=2

X+2y+3z=1 —>x=1-2y-3z=-13/17
=4 y-6z=0 —>y=6z=12/17
z=2/17
-13 . 12 . 2

29 L
Luego, para m=—, lasoluciones: x=—; y="—; z=—.
6 17 17 17

Sistemas homogéneos

X-y+z=0
18. Halla el valor de k para que el sistema {2x+y—z=0 tenga solucion distinta de la
X+y+kz=0
trivial. Para dicho valor de k, calcula sus soluciones.
Solucion:
Como el sistema es homogéneo siempre serd compatible. Si el rango de la matriz de
coeficientes es 3, solo tendra la solucidn trivial. Por tanto hay que hallar el valor de k que
anule el determinante de la matriz de coeficientes, para que su rango sea menor que 3.
1 -1 1
Al=2 1 -L=k+1+2k+1+1=0=3k+3=0=k=-1
1 1 k

Para k = -1, el sistema queda:
X-y+z=0
X—y=-2 X—y=-2 Xx=0
2X+y-2=0& = =
X+y=12 E2+El| 2x=0 y=z2
X+y-z=0
x=0
Haciendoz=t= { y=t.
z=t

_ { X+y+z=0

19. Dado el sistema :
X+2y+3z=0

a) Halla sus soluciones.
b) Anade otra ecuacion para que el sistema siga siendo homogéneo y tenga solucién Unica.
c¢) Afade otra ecuacion para que el sistema siga siendo compatible indeterminado.
Solucion:
a) Por tratarse de un sistema homogéneo es compatible. Como tiene 3 incdgnitas y solo 2
ecuaciones, sera indeterminado. Su solucion puede hacerse despejando, para ello aplicando el
método de Gauss.
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{x+y+z:0 {x+y=—z & {x+y:—z
&

X+2y+3z2=0 X+2y=-32E2-El1| y=-2z2
x=t
Haciendo z = t, su solucién es: <y = -2t .
z=t

b) Debe afiadirse una ecuacion que no dependa de las dos dadas. Por ejemplo x+y =0.

X+y+z=0 1 1 1
El sistema seria { x+2y+3z=0;queporser 1 2 3 =1-2=-1+0,solo tiene la solucién
X+y=0 1 1 0

trivial: x=0;y=0;z =0.

c) Debe afiadirse una ecuacion que dependa de las dos dadas.
Por ejemplo E3=E2-E1—»> y+2z=0.

X+y+z=0 1 11
El sistema seria s x+2y+3z=0;queporser |1 2 3 =1-1=0,escompatible
y+2z=0 01 2

indeterminado, y equivalente al dado.

kx +(1-k)y+(2-k)z=0
20. Discute y resuelve, en funcion de los valores de k, el sistema { x+y+z=0
kx +y+kz=0

Solucién:
Es un sistema homogéneo; por tanto, siempre tiene solucion. Para que tenga infinitas
soluciones, el rango de la matriz de coeficientes, A, debe ser 2 = |A| =0.

k 1-k 2-k k 1-2k 2-2k
A=]1 1 1 |=C2-Cl1 © 0 |=—(2-2k)(1L-k)=2(k-1)?
k 1 K C3-Clk 1-k 0
Con esto:
o Sik=1, |A| # 0 — el sistema sera compatible determinado; y su soluciéon: x=y =z = 0.
101
. Sik=1, lamatriz de coeficiente queda |1 1 1|, cuyo rango es 2. Por tanto, el sistema
111
inicial es equivalente a { x+2=0 . (Debe suprimirse la 22 0 3% ecuacion; nunca la 1?).
X+y+z=0
x=t
Su soluciones s y=0.
z=—t
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Q+k)x—-2y+4z=0
21. Discute, segun los valores del parametro k, el sistema: < x—(1-k)y+z=0 .
X+ky+z=0
Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.
Solucion:
Como el sistema es homogéneo siempre serd compatible. Si el rango de la matriz de

coeficientes es 3, sera compatible determinado; si vale menos que 3, compatible
indeterminado.

1+k -2 4 1+k -2 4
A=| 1 -1+k 1= 1 -1+k 1j=—(1+k-4)=—k+3
1 k 1 F3-F2| 0 1 0
Por tanto:

« Sik#3=r(A) =3, pues |A| # 0. El sistema sera compatible determinado; y su solucion:
x=0,y=0,z=0.

4 -2 4
. Parak=3,lamatriz Aqueda: A=|1 2 1|, quetienerango 2, pues el menor
1 3 1

4 . . I :
M, = 1 2 ‘ =10 = 0. Por tanto, el sistema serd compatible indeterminado con un grado de

indeterminacion.

. Paraese valor de k = 3, el sistema queda:
4x-2y+4z=0

., X+2y+z2=0 X+2y=-2
X+2y+2z=0 — (sobrauna ecuacion) < .
X+3y+z=0 X+3y=-2
X+3y+z=0
Por Cramer:
-7 2 1 -z
X=—t
-z 3 -z 1 -z 0 . .,
X = =—=-7;,y= =—=0.Sisehacez=t, lasoluciénes: < y=0.
1 2 1 12 1 ¢
1 3 1 3 -
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X+2z=0
22. Discute, segun los valores del parametro a, el sistema {x—-3y+az =0.
ax+z=0
Resuélvelo en los casos en que sea compatible, resolverlo.
Solucion:
Es un sistema homogéneo. Siempre es compatible.
1 0 2
A=|1 3 a|= |A=3-6a=0cuandoa=1/2;y|A =0 sia#1/2.
a 0 2
Luego:

. Sia=1/2,r(A) = 3. El sistema es compatible determinado.
« Sia=1/2,r(A) = 2. El sistema sera compatible indeterminado.

Soluciones en ambos casos:
Para a = 1/2, la solucién es la trivial: x =0,y =0,z = 0.

X+2z2=0
Paraa = 1/2, el sistema es equivalente a < x—3y +2z/2 =0 — (sobra una ecuacion) —»
x/I2+z2=0
X+22=0 X=-22 X=-22 X=-22 X=-22
S = = = =
2X—-6y+z=0 2x-6y+z=0 —-4z-6y+2=0 -6y =3z y=-2/2
X =4t
Si se hace z =-2t, lasoluciones: § y=t .
z=-2t

Problemas con enunciado

23. (Propuesto en Selectividad 2009, Castilla 'y Leon)

El duefio de un supermercado ha comprado embutido, bebidas y conservas, por un importe
total de 4600 €. El valor de las conservas es el mismo que el de las bebidas y embutidos
juntos. Si vende todos estos productos, afiadiendo un beneficio del 10% en el embutido, el
20% en las bebidas y el 15% en las conservas, obtendra un importe total de

5305 €. Calcula lo que pagé por cada uno de ellos.

Solucion:

Sea x el importe del embutido; y el de las bebidas y z el de las conservas.

Se debe cumplir:

X+Yy+2z=4600 X+Yy+2z=4600
Z=X+Yy = X+y-z=0
1,10x+1,20y +1,15z =5305 1,10x+1,20y +1,15z =5305
Por Gauss:
X+Y+z=4600 X+1300+ 2300 = 4600 — x =1000
E2-El -27=-4600 =:z=2300
E3-1,1E1|0,1y ++0,05z = 245 0,1y +0,052300 = 245 — y =1300
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24. (Propuesto en Selectividad 2010, Pais Vasco)

En la exposicion de un establecimiento de material de oficina hay 400 unidades, entre
lamparas, sillas y mesas, con un valor total de 15000 €. Si el valor de una lampara es de 16 €,
el de una silla 50 € y el de una mesa 80 €, y, ademas, hay tantas lamparas como sillas y mesas
juntas, ¢cuantas lamparas, sillas y mesas hay en la exposicion?

Solucion:

Sean X, y, z el nimero de lamparas, sillas y meas, respectivamente.

Debe cumplirse que:

X+Yy+2z=400 X+Yy+z=400
16x+50y +80z =15000 <« {16x+50y +80z =15000
X=Yy+12 X-y—-z=0
Transformando el sistema:
X+Yy+z=400 200+ y+60=400 - y =140
E2-50E13-34x+30z =-5000 = —34-200+30z =-5000 - z =60
E3+E1 2x =400 x =200

25. Halla las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 9 afios la edad
de la madre era 4 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 18
afos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y
que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afos.
Solucion:

En la siguiente tabla se resumen los datos y las relaciones existentes:

Edades Madre |Hijo 1° [Hijo 2° |Relacion de edades
Actualmente X y z

Hace 9 afios x-9 |y-9 |z-9 X—9=4(y-9+7-9)
Dentro de 18 afios |x+ 18 |y+18 |[z+18 X+18=y+18+z+18
Dentro de x —y (*) X Z+X-y |z+Xx—-y=42

(*) Puede observarse que el hijo mayor, que tiene y afios, tendra la edad de la madre (x afios)
dentro de x —y afos.
Se obtiene el sistema:

X—4y -4z = -63 El-E2|-3y-3z=-81 ELl:(-3)| y+z=27 —>y=15
X—-y-z=18 = Xx-y-z=18 [] X-y—-z=18
X—y+2=42 E3-E2 21=24 z2=12

Luego: z =12;y = 15; x = 45.
La madre tiene 45 afios; los hijos, 15 el mayor y 12 el menor.
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26. Encuentra la ecuacion de la parabola de ecuacion y = ax? +bx + ¢, cuya grafica pasa por
los puntos (1, 2), (2,1) y (3, 4).

Solucién:

Si un punto pertenece a una parabola, se deduce que cumple su
ecuacion. Por tanto:

Si (1, 2) es de la parabola: 2=a1* +bl+c = a+b+c=2 41
Si (2, 1) es de la parabola: 1=a-2* +b-2+¢c = 4a+2b+c=1
Si (3, 4) es de la parabola: 4=a-3° +b3+c = 9a+3b+c=4

a+b+c=2 2]
Estoes: <4a+2b+c=1. .

9a+3b+c=4 0
Por Gauss: o1 2z 3
a+b+c=2 a+b+c=2 a+b+c=2 c¢c=7
4da+2b+c=1= E2-El{ 3a+b=-1 = a+b=-1=b=-7
9a+3b+c=4 E3—-El|8a+2b=2 E3-2E2 2a=4 a=2

La ecuacion de la pardbolaes: y =2x* —7x+7.

27. Se desea preparar una dieta a base de tres alimentos basicos, [1], [2] y [3]. La dieta debe

incluir exactamente 340 unidades de calcio, 180 Unidades por paquete

unidades de hierro y 220 unidades de vitamina A. El Alimento [1] 2] 3]

namero de unidades de cada ingrediente por cada Calcio 30 10 20

paquete de alimentos se indica en la tabla adjunta. Hierro 10 10 20

¢ Cuantos paquetes de cada alimento deben emplearse Viamina A | 10 30 20

para conseguir la dieta requerida?
Solucion:

Sean x, Y, z el nimero de paquetes necesarios de los alimentos [1], [2] y [3], respectivamente.
Debe cumplirse que:

30x+10y + 20z =340 30x+10y + 20z = 340 z=4
10x+10y +20z =180 < E2-E1l —20x =-160 = 1X=38
10x + 30y + 20z = 220 E3-E1| —20x+20y =-120 y=2

Deben emplearse 8 paquetes del [1], 2 paquetes del [2] y 4 paquetes del [3].
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28. Una persona dispone de 21000 euros para invertir en bonos, fondos de inversion y acciones.
La rentabilidad media de esos activos es de un 5, 6 y 10%, respectivamente. El inversor quiere
invertir en acciones el doble que en bonos, y conseguir una rentabilidad media del 7%. ¢ Cuanto
ha de invertir en cada uno de esos bienes?
Solucion:
Sean x, Y, z las cantidades a invertir en bonos, fondos y acciones, respectivamente.
Debe cumplirse que:

Total de dinero: x+ y+ z = 21000

Rentabilidad prevista y deseada: 0,05x + 0,06y + 0,10z = 0,07-21000
Inversion en acciones: z = 2x

Las tres ecuaciones originan un sistema que, resuelto por Gauss, proporciona la cantidad a
invertir en cada bien:

X+Yy+z=21000 X+Yy+2z=21000
0,05x+ 0,06y + 0,10z =1470 = {5x+6y+10z =147000 =
2x—-2=0 2x-2=0
X+Yy+z=21000 X+Yy+z=21000 x =3000
= E2-5E1:y+5z=42000 = y+5z=42000 = {y=12000
E3-2E1|-2y—-3z=-42000 E3+2E2 |7z = 42000 z =6000

Hay que invertir: 3000 € en bonos; 12000 € en fondos; 6000 € en acciones.

29. Una persona decide invertir una cantidad de 12000 € en bolsa, comprando acciones de
tres empresas distintas A, By C. Invierte en A el doble que en B y C juntas. Transcurrido un
afno, las acciones de la empresa A se han revalorizado un 4%, las de B un 5% y las de C han
perdido un 2% de su valor original. Como resultado de todo ello, Juan ha obtenido un
beneficio de 432,5 €. Determina cuanto invirti6é en cada una de las empresas.

Solucion:

Sean x, y, z la cantidad invertida en acciones de las empresas A, B y C, respectivamente.
Debe cumplirse que:

X+Yy+2z=12000
x=2(y+z)
0,04x+0,05y—-0,02z =432,5
Puede resolverse por sustitucion (la x de la segunda ecuacion se sustituye en las otras dos).
{ 2(y+1z)+y+2z=12000 :{ y +z = 4000 :> {y+z=4000
0,042(y+12)+0,05y 0,02z =432,5 = (13y+62=43250 ~E2-6E1| 7y=19250

Despejando:
y=2750€;z=1250 €; x =8000 €
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30. (Propuesto en Selectividad 2015, Asturias)
Luis tiene ahora mismo m veces la edad de Javier. Dentro de m afios, Luis tendria el triple de
anos que Javier.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incdgnitas x e y sean la edad
de Luis y de Javier, respectivamente. Basandote en un estudio de la compatibilidad del
sistema anterior, ¢es posible que Luis tenga ahora mismo el triple de afios que Javier?

b) Resuelve el sistema para m = 5. ; Cuantos afos tiene Luis en este caso?
Soluciodn:

a) En la siguiente tabla se resumen los datos y las relaciones existentes:
Edades Luis Javier |Relacion de edades

Ahora X y X=my

Dentro de mafios |[x+m |y+m |[x+m=3(y+m)

Se obtiene el sistema:
X=my X—my=0
=
x+m=3(y+m) ~ |x-3y=2m

. 2m . . .
Restanto las ecuaciones: (m —3) y=2m = y= 3 que solo tiene sentido si m = 3. Por
m_

tanto, Luis no puede tener ahora mismo el triple de afios que Javier.

bySim=5= y=-—"=5 = x=25.
5-3
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	16. (Propuesto en Selectividad 1999, Madrid)
	Estudia el siguiente sistema lineal, según los diferentes valores del parámetro real a. En los casos en que sea compatible, resuélvelo.
	USoluciónU:
	Con esto:
	 Si k ( 1,   ( el sistema será compatible determinado; y su solución: x = y = z = 0.
	 Si k = 1, la matriz de coeficiente queda  , cuyo rango es 2. Por tanto, el sistema inicial es equivalente a  . (Debe suprimirse la 2ª o 3ª ecuación; nunca la 1ª).

