GEOMETRIA (Selectividad 2015) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
SELECTIVIDAD DE 2015

1. Andalucia, junio 15

Sean los puntos A(0, 1, 1), B(2, 1, 3), C(-1, 2,0) y D(2, 1, m).

a) [0,75 puntos] Calcula m para que A, B, C y D estén en el mismo plano.

b) [0,75 puntos] Determina la ecuacién del plano respecto del cual A y B son simétricos.

¢) [1 punto] Calcula el area del triangulo de vértices A, By C.

Solucion:

a) Los puntos A, B, C y D estan en el mismo plano cuando los vectores AB, AC y AD sean

linealmente dependientes, lo que implica que el determinante asociado valdra 0.
AB=(2,1,3)-(0,1,1)=(2,0,2); AC=(-1,2,0)-(0,1,1) = (-1, 1, -1);
AD=(2,1,m)-(0,1,1)=(2,0,m-1)

El determinante asociado es:

2 0 2
-11 -1|=2(m-1)-4=0=>m=3
2 0 m-

Los cuatro puntos dados estaran en el mismo plano cuando m = 3.

b) Es el plano mediador: el que pasa por el punto medio de A y B y tiene como vector
caracteristico a AB.

El punto medio de Ay B es: P(0+2 ,l+l,l+3j—> P(112)

2 2 2
Como AB = (2, 0, 2), el plano pedido es:
1=2(x-1)+0(y-1)+2(z2-2)=0=>n=2x+2z2-6=0 = n=x+2-3=0

11— —
¢) El area del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘AB x AC
Como AB =(2,0,2) y AC = (-1, 1, -1) se tiene que:

L_jl UZ US
ABxAC=|2 0 2|=(-2 0, 2) = [ABxAC|=\4+4=\8=2\2
-1 1 -1
Luego, la superficie del triangulo sera: S = ¥ =2.

2. Andalucia, junio 15
Seael plano t=2x+y-z+8=0.

a) [1,5 puntos] Calcula el punto P", simétrico del punto P(2, -1, 5) respecto del plano .

b) [1 punto] Calcula la recta r", simétrica de la recta r = X_22 = y;rl _Z o respecto del
plano .
Solucién:

a) Ambos puntos, P y P’ estaran en la recta s, perpendicular a = por P. Ademas, si M es el
punto de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Py P”.
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X=2+2t
La recta perpendicular al plano © desde P es: s=<y=-1+t.
z=5-t

Corte de s con w: Se sustituyen las ecuaciones de s en la del plano.
n=2(2+2t)+(-1+t)-(5-1)+8=0 = 6t+6=0=>t=-1 = M(0, -2, 6).

Sea P’= (Xo, Yo, Zo) el simétrico de P respecto de .
(2+x0 ~1+y, 5+ ZOJ

)

Punto mediode Py P”:

2 2
ComoM(0,-2,6) = | 2% Z1t¥o 5*Z)
2 2 2
2+ X -1+, 5+12,

O p—t
Por tanto, P" = (-2, -3, 7).

= Xg=-2; 2= = yo=-3;6= 5 = I5=1

b) La recta r contiene al punto P. Por tanto, su simétrica
respecto a w queda definida por el punto P"y por el punto
de corte de r con .

Corte de r con 7.

X=2-2h
r=<y=-1+3h — Se sustituye en =:
z=5+h

n=2(2-2h)+(-1+3h)—(5+h)+8=0=h =3
Luego N = (-4, 8, 8).
Ademas, el vector NP'= (-2, -3, 7) — (-4, 8, 8) = (2, -11, -1)

X=—-4+2t
La recta simétrica queda definida por N y P". Su ecuaciénes: r'=< y=8-11t .
z=8-t

3. Aragon, junio 15
2. (2 puntos) a) (1 punto) Determina, como interseccion de dos planos, la ecuacion de la recta
paralela a la recta:
. 5x—-3y+2z=1
| x+3y-2z=-4
que pasa por el punto (0, 2, —4).
b) (1 punto) Determina la distancia del punto P = (1, 1, 0) a la recta r anterior.
Solucién:
a) Los planos que determinen a la paralela buscada deben ser paralelos a los que determinan a
r pero pasando por el punto (0, 2, —4).
5x-3y+2z=d
X+3y—-2z=e
0-6-8=d
0+6+8=e

Esos planos seran: r’: {

5x-3y+2z=-14

Sustituyendo el punto: (0,2,-4) —
’ P ( ) { X+3y—-2z=14

=>d=-14e=14 > r':{
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b) La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:
‘APXVJ
¥
El punto Ay el vector V. se obtienen expresando la recta r en

paramétricas.

d(P,r)= , siendo A er.

[ 5x=3y+2z=1
| x+3y-2z=-4
X=-1/2
5x-3y=1-2z2 5x-3y=1-2z2
= =r: y=t
X+3y=—-4+2z E2+El 6x=-3
z=T7/4+3t/2

Luego: A= (-1/2,0,7/4), P =(1,1,0), AP=(3/2,1,-7/4), V.= (0, 1, 3/2)

El producto vectorial vale:
0 0

3
APxV. =[3/2 1 —7/4:(5,-9,§j:|ﬁxvr: 169 81 9 286
4’ 42 16 4 4
0 1 3/2
El médulo de V, : [V,|= 1+%=§.
Luego d(P,r) = “286/4:@.
J13/2 2

4. Asturias, septiembre 15
Los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 2, 1) son los vértices que forman el lado desigual de un triangulo

., , . y=0
isdsceles. Se sabe que el tercer vértice pertenece a la recta r: 0l
7=

a) Halla las coordenadas del tercer vértice. (1,5 puntos)

b) Encuentra el area del triangulo. (1 punto)
Solucién:

a) Si el vértice C pertenece a la recta dada, sus coordenadas seran: C (t, 0,10) :

Si los vertices A y B determinan el lado desigual, para que el triangulo ABC sea isosceles es
necesario que los lados AC y BC sean iguales, luego:

d(AC)=(1-t)? +0+(-10) = J(~t)? +22 +(1-10)? =d (B,C) =

= (1-t)° +100=t>+85=1-2t+100=85=t =8
Por tanto, el tercer veértice debe ser C(8, 0 10).

b) El &rea del tridngulo de vértices A, B y C viene dada por
S= %‘ﬁé x AC

En este caso:
AB=(0,2,1)-(1,0,0)=(-1,2,1); AC=(8,0,10)-(1,0,0)= (7,0, 10)
Como:
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ljl UZ l13
ABxAC=|-1 2 1|=(20, 17, -14) = |ABx AC|=~/400+289+196 =+/885
7 0 10

\/885

Luego, la superficie del triangulo sera: S = —

5. Baleares, junio 15
Estudia la posicion relativa de las rectas:

x=1-t
r:—X_Z:—y_B:z, s:d y=2t
-3 5
Z=5
y, en caso de que se corten, encuentra el punto de interseccion.
Solucién:
Xx=2-3h
Ecuaciones paramétricas de r: r:qy=3+5h.
z=h
2-3h=1-t
Si las rectas se cortan, debe ser compatible el sistema: ¢ 3+5h =2t (se han igualado las
h=5

respectivas componentes de una y otra recta).
Efectivamente es compatible, con solucion h =5yt =14.
Por tanto, el punto de corte sera P(-13, 28, 5).

6. Cantabria, junio 15
Sean A, B y C los puntos de coordenadas A =(2,-1,2),B=(1,0,0),C=(2,4,-3)ysear la

2y—-z=0
recta rz{ y

X+2=2
a) Calcula las ecuaciones de la recta que pasas por el punto A y por el punto medio del
segmento BC.
b) Calcula el area del triangulo ABC.
¢) Calcula la distancia del punto C a larectarr.

Solucion:

a) El punto medio del segmento BCes M = (1;2 : 024 : O;Bj =(3/2,2,-31/2).

El vector de direccion de la recta es AM = (3/2, 2, -3/2) - (2, -1, 2) = (-1/2, 3, -7/2).
X=2-t/2 x=2-h

Larectapedidaes: s=< y=-1+3t < s=<y=-1+6h.
z2=2-Tt/2 z=2-7h

1 - —
b) El &rea del triangulo de vértices A, B y C viene dada por: S = E‘AB x AC

En este caso:
AB=(1,0,0)-(2,-1,2)=(-1,1,-2); AC=(2,4,-3)-(2,-1,2)=(0, 5,-5)
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Como:
ljl UZ U3
ABxAC=|-1 1 -2/=(5, -5 -5)= |ABxAC|=+25+25+25=5/3
0 5 -5

53

Luego, la superficie del triangulo sera: S = —

c¢) La distancia de C a la recta r es iguala a la distancia entre el punto C y
el punto de corte del plano =, perpendicular a r por C.
X=2-2t
Larectaren paramétricases: r=9 y=t =V, =(-2,1,2).
z=2t

El plano =, perpendiculara a r por C, es:
n:-2(X=2)+(y-4)+2(z+3)=0=>mn:-2x+y+22+6=0.

Cortedemmconr: —2(2-2t)+t+22t+6=0=>t=-2/9 =

p2+2, -2 4\ ,p(2 22 4) L op (B 2 _4) (5434382
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

Luego,

wca-aeo (3 -(3] 3] o2

7. Castilla— La Mancha, junio 15

—X+y+2z=

0
(1,25 puntos)

a) Calcula la distancia del punto P(—1, 2, 0) a la recta r s{ yiz=1
=+ =

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de r. (1,25 puntos)

Solucién:
a) La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:

‘APXVJ
2

El punto Ay el vector V. se obtienen expresando la recta r en

paramétricas.

—X+Yy+2z=0 X=Y+2z
r= ==
y+z=1 y=1-z

d(P,r)= , siendo A er.

X=1+t
=>r=qy=1-t
z=t
Luego: A=(1,1,0),P=(-1,2,0)), AP=(=2,1,0), v.=(1,-1, 1)
El producto vectorial vale:

l_jl UZ US
APxV, = |2 1 0|=(L 2 1) = [APxV,[=v1+4+1=/6
1 -1 1

http://www.matematicasjmmm.com José Marfa Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

GEOMETRIA (Selectividad 2015) 6

Como |V,|=+1+1+1 =13, se tiene que d(P,r) :% =2

b) Si Q es el simétrico de P respecto la recta, se cumplen dos
Ccosas:

« Su punto medio R debe ser de la recta.

« El vector PR debe ser perpendicular al vector v, de

direccion de la recta. Esto es, debe cumplirse que v, - PR =0.

Sea R un punto genericode larecta: R=(1+t,1- t,1t).
Portanto: PR=(1+t, 1-t,t)—-(-1,2,0)=(t+2,-1-t,1t)

« V.-PR=0= (1,-1,1)- (t+2,-1-t,t)=t+2+1+t+t=0=3t+3=0 = t=-1.
Sustituyendo en la recta se obtiene R = (0, 2, -1).

« Si Q=(a, b,c), el punto medioentre Py Q es: R = (_12“3‘ b;z ;j

Igualando las coordenadas de ambos R se tiene:

—1;—8.:0 = a=1; E:

El punto el punto simétrico de P respecto de r es: Q = (1, 2, -2).

2 =>b=2; %:—1: c=-2.

8. Castilla y Leon, junio 15
a) Calcular la recta que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa por el punto P = (1, 2,
3). (1,25 puntos)

: . . . . x=0
b) Estudiar, en funcion del parametro a, la posicion relativa de la recta r E{ N y el plano

n=X+Yy+az=1. (1,25 puntos)

Solucion:

a) La recta pedida debe estar en el plano z=d , perpendicular al eje OZ. Como debe pasar por
el punto P(1, 2, 3) = d = 3. Luego, el planoes z=3.

Como la recta corta al eje, debe pasar por el punto de corte z T

del plano con el gje, que es Q(0,0, 3).

Por tanto, el vector director de la recta sera: 10
PQ=(0,0,3)-(1, 2,3)=(-1,-2,0). ##‘Lﬁ-::_.,____‘_f{t;g}
x=1-t
La recta pedidaes: r=<y=2-2t. ,E}’J_ —
z=3 x ,f’f

F

b) Si se sustituyen las ecuaciones de la recta en la del plano se obtiene: az =1, que es una
ecuacion compatible siempre que a = 0.
Por tanto, la recta r y el plano = se cortaran siempre que a = 0; no lo haran cuando a = 0.
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9. Castillay Ledn, junio 15
a) ¢Puede haber dos vectores G y V de R® tales que GV =-3, [t| =1y |[v|=2? (1 punto) b)

Hallar el valor de a para que exista una recta que pase por el punto P = (1+ a,1-a, a), corte a
X+y=2

Xx+z=0
larecta r s{ y sea paralelaalarecta s s{ 0 (1,5 puntos)

Solucion:
a) La definicion del producto escalar de dos vectores T y V es: GV =|d|{V|-cos(, V).
En este caso, debe cumplirse que:

—3=12-cos(u,V) = cos(u,V) =-1,5, que no puede ser.

Xx=h x=t
b) Las ecuaciones paramétricas de ambas rectas son: r=<y=2-h; s=< y=0
z=1 z=—t
x=1+a+t
La recta que pasa por el punto P = (1+ a,l-a, a) yesparalelaases: s=¢ y=1-a
z=a-t

Para que las rectas se corten, sus coordenadas deben ser iguales en algun punto. Esto exige
que debe ser compatible el sistema:

h=1+a+t h=1l+a+t—>l+a=1+a+l-a—a=1
2-h=1-a=< h=1+a
l=a-t t=1-a

(Se han igualado las respectivas componentes de una y otra recta, despejadohytenla22y 32
ecuacion, y se ha determinado a, que es Unico).

Luego, el sistema es compatible, con solucion:a=1,h=2yt=0.

X=2+t -
Por tanto, la recta paralelaases: s=q y=0 . Q_—~~
z=1-t
El punto de corte de las rectas r y s’es Q(2, 0, 1).

10. Cataluiia, junio 15

2. Sigui rla recta de 'espai que té per equacio r: Xl _y#3

denades (6,0,-1). 2 -1
a) Trobeu I'equacio cartesiana (és a dir, que té la forma Ax+ By + Cz=D) del pla que
passa pel punt P i talla perpendicularment la recta r.
[1 punt]
b) Trobeu l'equacio parametrica del pla que passa pel punt P i conté la recta r.
[1 punt]
Soluciodn:
a) El vector de direccion de la recta dada es v, = (2, -1, 1).
Ese vector es el caracteristico de todos los planos perpendiculares a la recta.

=z isigui P el punt de coor-
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Por tanto, la ecuacién del plano pedido sera: n=2x—y+z+d =0.

Como se quiere que pase por el punto P(6, 0, —1), entonces:
n=26-10+1(-)+d=0=>d =-11

Luego, la ecuacion d el plano pedido es: n=2x—-y+2z-11=0

b) El plano buscado estara determinado por el punto P(6, 0, -1) y los vectores vV, = (2, -1,1) y

PR, donde R es un punto de larectar.
SiR(1,-3,0),PR=(1,-3,0)- (6, 0,-1) = (-5, -3, 1).

X =6+2t—5h
Las ecuaciones parametricas del plano son: m=< y=-t-3h
z=-1+t+h

11. Catalufa, junio 15
4. Considereu a R’ la recta que té per equacio r: (x, y, z) = (-4 + 2, -2,1 - 1) i els plans 7_ i
m,d’equacions 7 : x +2y +2z = -1 17 x- 2y + 2z = -3, respectivament.
a) Determineu la posicio relativa de 7 i 7, .
[1 punt]
b) Comproveu que tots els punts de la recta r estan situats a la mateixa distancia dels
plans m im..
[1 punt]
Nora: Podeu calcular la distancia d’'un punt de coordenades (x, y,, z,) al pla d’equacio

‘Axo + By, +Czy + D‘
JA2+B e

Ax + By + Cz + D=0 amb l'expressio

Solucién:

a) La posicion relativa de dos planos se determina estudiando la solucién del sistema
asociado. Si es compatible indeterminado se cortan (rango 2) o son coincidentes (rango 1); si
es incompatible, los planos son paralelos.

12 21
1 -2 2|3
sistema es indeterminado. Luego, los planos se cortan y determina una recta.
Aunque no se pide, las ecuaciones de la recta que determinan es:

Como las matrices asociadas son: A :(

J: M ;y el rango de ambas es 2, el

X+2y+2z=-1 ) 1
= (Restando ecuaciones) = 4y=2=>y=—
X—2y+2z=-3 2
Sustituyendo: x+1+2z=-1=>x=-2-22.
X=-2-2t
Si se hace z = t, se pueden escribir las ecuaciones de larectaasi: < y=1/2
z=t

b) Los puntos genéricos P de la recta r son:
P(x,y,2)=(-4+2x,-2,1-1)

—4+20+2:(-2)+20-1)+1] 5
\/12+22+22 | 3

La distancia de P al plano m; es: d (P, m,) :I
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‘—4+27»—2-(—2)+2(1—7”)+3‘=§

La distancia de P al plano nt; es: d (P, m,)=
\ V12 +(=2)% + 22 \ 3

12. Comunidad Valenciana, junio 15
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano = que pasa por el punto P(2, 0, 1) y es perpendicular a la recta
P lXE 2y=0
N0
b) Las coordenadas del punto Q situado en la interseccion de la recta r y del plano .
c¢) La distancia del punto P a larectar, y justificar razonadamente que la distancia del punto P

35

a un punto cualquiera de la recta r es mayor o igual que e

Solucién:
a) El vector caracteristico del plano buscado es el de direccion
de la recta.

X =-2t
X+2y=0 X=-2y
r: =r. =>r:q y=t =
z=0 z=0
z=0

Luego:

n:—-2X+Yy+d =0 — contieneaP > -4+d=0=d=4
Por tanto:

n.-2X+y+4=0

b) El punto Q se obtiene resolviendo el sistema recta/plano. Sustituyendo las ecuaciones de la
recta en la del plano se obtiene:

—2(—2t)+t—4=0:>t=—g

Luego Q(%,—%,Oj.

c) Ladistanciade PareslaquehayentrePyQ =

2 2
- d(P,r):d(P,Q)=\/(2_§j +[£j L2 =¥

5
Cualquier otro punto S de r determina con P y Q un triangulo rectangulo, siendo PS la

35

hipotenusa. Por tanto d(P,S er) > e

13. Extremadura, junio 15

x=0
En R®, considere el plano n:ax+by+cz=d, larecta r :{ 0’ y el punto P = (1, 0, 1).

a) (1 punto) Obtenga cémo deben ser los nimeros reales a, b, ¢, d para que el plano &
contenga a larectar.
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b) (1,5 puntos) Suponiendo que & contiene a r, pruebe que la distancia del punto P a = es
menor o igual a 1: d (P, ) <1.

Solucién:

a) Para que la recta esté contenida en el plano es necesario que dos puntos de la recta
pertenezcan al plano. (Esos puntos deberan cumplir la ecuacion del plano).

El punto (0, 0, 0) esde larecta = a0+b0+c0=d =>d =0 = n:ax+by+cz=0

El punto (0,0, 1) esde larecta= n:a0+b0+cl=0=>c=0 = n:ax+by=0

Por tanto, los nimeros reales a, b, ¢, d son: a 'y b cualesquiera, no ceros a lavez; c=0; d=0.

b) La distancia de P al plano r es:
_|a-1+b-0|_| a | a

_Na2+b2|_Na2+b2| Ja?

14. Extremadura, junio 15 ‘/ \/ \/—
Dados en R? los planos miX+y—-z=1y m,:x—y+z=1, obtenga el conjunto H de los

puntos de R® que distan igual de dichos planos.
Solucién:

El conjunto pedido es el plano bisector, cuya ecuacién viene dada por d (P, ;) =d(P,,),

d(P(1,0,1),m:ax+by =0) SI |:1

siendo P(x,y,z) un punto genérico de H.
En consecuencia:

X-y+z-1 ‘
JI2 + (D)2 +12 \

‘ X+y-z-1 ‘

Nosowe

Ix+y-z-1 |x-y+z-1
|

MG

Se obtiene dos planos:
Hi=x+y-z-1=Xx-y+z-1=H;=y-2=0
Hy=x+y-z-1=-X+y-z+1=H,=x=1

d(P,nl)= = =d(|:)1752):>

= X+y-z-1=%(x-y+z-1)

15. Galicia, junio 15

X=3+A
Dadas lasrectas r:< y=-1 ;s: X-4_y-3_2-5
3 -1 4

2=4+2\

a) Estudia su posicion relativa. Calcula la ecuacion implicita o general del plano que pasa por
el origen de coordenadas y es paraleloaryas.
b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmenteary as.
Solucién:
a) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores:

vV, =(1,0,2), v,=(3,-1,4) y RS=(4,3,5)-(3,-1,4)=(1,4,1)
siendo R un punto de r y S un punto de s. Y
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1 0 2
Como |3 -1 4|=-17+26+0, los vectores son linealmente independientes. En
1 4 1

consecuencia, las rectas r Yy S Seé Cruzan.

b) Perpendicular comun.
1) Se toman puntos genéricos de ry s:
R=(3+AX,-1,4+2)),S=(4+3t 3-1,5+4t)
El vector SR = (-1 + A —3t, -4 +t, -1 + 2) — 4t), que indica la direccion de la recta
perpendicular comin ary s, debe ser perpendicular a los de direccionde ry s:
vV, =(1,0,2)y v,=(3,-1,4)
2) Se multiplica escalarmente (SR - vV, =0, SR - vV, =0), y se obtiene el sistema:

bA—-11t =3
=A=51t=2
11 -26t=3
Con esto:

R=(8,-1,14),5=(10, 1, 13) y RS = (2, 2, -1).
3) La recta perpendicular comun, que pasa por R y lleva la direccion de RS es:
X=8+2t
p:qy=-1+2t.
z=14-t

16. La Rioja, junio 15

X=5+t

(3 puntos) Consideremos el punto P(6,-1,5) ylarectar:s y=-t , teR.
z=1-2t

i) Halla la ecuacion del plano &, perpendicular a r que contiene a P.

i) Determina el punto Q donde la recta r corta al plano .

iii) Determina el punto S simétrico de P respecto a la recta r.

Solucion:

I) El vector normal al plano debe ser el de direccion de la recta: V., =V, = (1, -1, -2).

Como debe contener al punto P(6, -1, 5), la ecuacion del plano sera:

n=(x-6)—(y+1)-2(z-5)=0 = n=x-y-2z+3=0

i) Sustituyendo las ecuaciones de la recta en la del plano:
n=(5+t)—(-t)-2(1-2t)+3=0 = 6t+6=0=>t=-1.
El punto Q es el de coordenadas (4, 1, 3).

iii) El punto S, simétrico de P respecto a la recta r, es tal que el punto ' »
medio de P y S es el punto Q hallado anteriormente. s
D
Por tanto, si S(a, b, ¢), el punto medio entre P y S es: * NS
o a+6 b-1 c+5 '
2 22
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Igualando las coordenadas de ambos Q se tiene:
a_+6:4 = a=2; E:l = b=3; ﬁzB: c=1.
2 2 2
El punto el punto simétrico de P respecto de r es: S(2, 3, 1).

17. Madrid, junio 15

a) (1 punto) Dados los vectores G = (2, 3,4), V =(-1,-1,-1) y w = (-1, &, -5), encontrar
los valores de A que hacen que el paralelepipedo P generado por G, V y W tenga volumen 6.
b) (1 punto) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccién
perpendiculara d = (2, -1, 4) y que pasa por el punto (1, 1, 0).

Solucion:

a) El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores G = (2, 3,4), V. = (-1, -1, -1)
y W = (-1, A, -5) vale:

2 3 4
Vo =| [0,0,W] |= |-1 -1 -1=[2(5+1)-1 +@r-1)|=|-3+}|
-1 % -5

Si se desea que ese volumen sea 6 u* = A = 9.

]

b) Si la recta esta en el plano z = 0, su vector director es de la
forma v, = (a, b, 0).
Como se desea que sea perpendiculara 4 = (2, -1, 4), debe

)

S
cumplirseque G- V, =0 ol
_,p > q r . / F v,
u-v.=(2,-1,4)-(a,b,0)=2a-b=0=b=2a. = =0
X=1+t
Por tanto: V,=(a,2a,0)=(1,2,0);y r=qy=1+2t.
z=0

18. Madrid, junio 15
Dados el plano n=x-2y+2z+1=0 y la superficie esférica (x—l)2 +(y—1)2 +(z— 2)2 =9

Hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano .

Solucién:

Los puntos de tangencia son los de corte de la esfera con la recta s, que pasa por el centro de
la esfera y es perpendicular al plano dado.

El centro de la esfera es el punto C(1, 1, 2); el su vector normal al planoes vV, = (1, -2, 2).

x=1+t
Las ecuaciones de larectason: s:<y=1-2t.
1=2+2t
El punto de corte de recta con la esfera se obtiene -

sustituyendo los valores de las componentes la recta en la
ecuacion de la esfera.

x-1=t
Como s:qy-1=-2t =
72-2=2t
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= (x-1)° +(y-1°+(z-2)’ =9 =

o (1) +(-2t) +(2t)* =9 = t==1
Parat=1:P; =(2,-1,4) = m =(x-1)-2(y+1)+2(z2-4)=0 = m, =x-2y+22-12=0
Parat=-1:P;=(0,3,0) = m, =x-2(y-3)+22=0 = 1, =X-2y+2z+6=0
19. Madrid, septiembre 15

La recta r pasa por P(2, -1, 0) y tiene vector director (1, A, —2); la recta s pasa por Q(1, 0, -1)
y tiene vector director (2, 4, 2).

a) (2 puntos) Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea i

59

b) (1 punto) Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por P y Q.
Solucion:
a) La distancia minima ente dos rectas que se cruzan viene dada por la formula

[%.%..7q]

Ve xV|
En este caso: V, = (1, A, -2); V= (2, 4, 2); PQ =(1,0,-1) — (2,-1,0) = (-1, 1, -1)
Luego,

d(r,s) =

1 a2 up U, U
[Vr'Vs,PTDF 2 4 2|=-18; V,xV,=[1 L -2/=(20+8, -6, 4-2)
-1 1 -1 2 4 2

= |7, xVy| = /(22 +8)2 +(=6)° +(4—21)? =812 +161+116 = 21207 + 41+ 29

. : 9 .
Como se desea que la distancia entre r y s sea —, debe cumplirse que:

J59
A=-5
18 _ Y 27412959 = 22+ 40 -30=0=
202420 59 r=3

b) Para que la recta r sea perpendicular a la recta que pasa por P y Q es necesario que sus
vectores de direccion sean perpendiculares.

Como vV,=(1, A, -2)y PQ = (-1, 1, -1), debe cumplirse que:
V.- PQ=0=(1,A-2) (-1,1,-1) =0=>-1+A+2=0=21=-1.

20. Madrid, septiembre 15
Dados los puntos P(-1, -1, 1), Q(1, 0, 2) y los planos
m=X-2=0, n,=my—-6z=0, ng=X+y-mz=0

se pide:

a) (1 punto) Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.
b) (1 punto) Para m = 3, hallar la ecuacion del plano que contiene al punto P y es
perpendicular a la recta de interseccion de los planos ©t; y m,.

¢) (1 punto) Hallar la distancia entre los puntos Q y P, siendo P” el punto simétrico de P
respecto al plano m;.

Solucién:
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X -z=0
a) El sistema asociado a los planos dados es s my—-6z=0.

X+y—-mz=0
Los tres planos determinan una recta (forman parte del mismo haz) cuando el rango de la
matriz de coeficientes valga 2 (en ese caso el sistema es compatible indeterminado, con un

grado de indeterminacion).
Por tanto:

1 0 -1
0m —6l=—m?+6+m=0=-m>+m+6=0 >m=30m=-2.
1 1 m

Xx-z=0 Xx=t
Param = 3, larecta que determinanes: r=q 3y-6z2=0 =r=qy=2t
X+y—-3z=0 z=t
Xx-2=0 x=h
Param = -2, la recta que determinanes: s=4 -2y-6z2=0 =r=7y=-3h
X+y+2z=0 z=h
X=t
b) Para m = 3, la recta que determinan los planos t; y mo €S r =5y =2t.
z=t

El vector normal del plano perpendicular a r es el de direccion de larecta: V. =V, = (1, 2, 1).
Como ademas debe contener al punto P(-1, -1, 1), la ecuacion del plano sera:
n=(x+1)+2(y+1)+(z2-1)=0 = n=x+2y+2+2=0

c) Puede observarse que ni P ni Q pertenecen al plano w1, en cuyo caso la solucion seria
inmediata.

El punto P, simétrico de P respecto del plano =t;, cumple dos condiciones:

— Debe estar en la recta que pasa por P y sea perpendicular al plano.

— El punto medio de P y P” es el punto de corte de la recta y el plano.

X=-1+t »
La recta perpendiculares p=<5 y=-1 . P
z=1-t "
(Pasa por Py su vector director es v, = (1, 0, -1).
El corte de esa recta con el plano se obtiene sustituyendo las M
ecuaciones de la recta en la del plano (n; =x—-z=0):
m=(-1+t)-(1-t)=0=> -2+2t=0=>1t=1
Por tanto, M = (0, -1, 0) L

Si P’(a, b, ¢), el punto medio entre P y P sera:
M = (a—l b-1 C+lj

2 2 2
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Igualando las coordenadas de ambos M se tiene: a = 1; b =-1; ¢ = -1 = el punto simétrico de
P respecto de w; es: P'(1, -1, -1).

Por Gltimo, la distancia pedida es d (Q,P") =12 +3% =410,

21. Murcia, junio 15
Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A= (2,1, 0), B=(3,4,0) y C = (5,
1, 0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por el punto (1, 2, 3) y tiene como vector
director el vector (-1, 1, 1).
a) (0,75 puntos) Determine las ecuaciones parametricas de la rectar.
b) (1,75 puntos) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea
Q.
Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.
Solucién:

x=1-t

a) r=qy=2+t.

z=3+t

b) El volumen de este tetraedro viene dado por %‘[A_éﬁfﬁ , siendo:

AB=(3,4,0)-(2,1,0)= (L, 3,0)
AC=(5,1,0)-(2, 1,0)=(3,0,0)

AD = (1-t,2+,3+t)-(2,,0) = (-1-t,1+t,3+1) P D
1 3 0 f’ﬁ\ c
VT=1 3 0 0 :1-|—9(3+t)|:9:> /N
JooamTn
-1-t 1+t 3+t A\
B
t=3
:>|3+t|:6:>{
t=-9

Por tanto, el punto D puede ser: D(-2, 5, 6), si t = 3; 0 D(10, -7, -6), si t =-9.

22. Navarra, junio 15
Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(1, -2, 3) y corta
perpendicularmente a la recta

(e X+y+z-4=0
|3x+y-3z-2=0
Solucién:
La recta pedida debe estar en el plano perpendicular a r que pasa por P;
ademas debe contener al punto Q, de corte del plano con la recta.
El vector director de la recta se obtiene multiplicando vectorialmente los
vectores normales de los planos que determinan r.

l_jl UZ |‘_j3
V,=|1 1 1|=(-4 6,-2)=(-2,3-1).
3 1 -3
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El vector caracteristico del plano n sera: v, =V, =(-2,3,-1).
Por pasar por P(1, -2, 3) su ecuacion es:
n=-2(x-1)+3(y+2)-1(z-3)=0 = n=-2x+3y-z+11=0
El punto Q, de corte de la recta y el plano, es la solucion del sistema:
r={ X+y+z-4=0 X+y+z=4
3X+Yy-32-2=0 =3 3x+y-3z=2 = (Gauss)
n=-2X+3y—-z+11=0 —2X+3y-z=-11

X+y+z=4 X+y+z=4 X=3
= E2-3El{-2y-6z=-10= —-2y-6z=-10=:y=-1
E3+2E1| S5y+z=-3 6E3+E2| 28y=-28 z2=2

El punto solucién es Q(3,-1,2).
Un vector director de la recta perpendicular pedida es
PQ=(3-12)-(1-2,3)=(21-1)
x-1 y+2 z-3
1

Por tanto, su ecuacion continua puede ser:

23. Navarra, julio 15

Dados los puntos P(1, 2, -1), Q(2, -1, 1) y R(3, 1, 2), encuentra todos los posibles puntos S
tales que P, Q, R y S son Vvértices de un paralelogramo.

Solucién:

Se pueden obtener tres soluciones, como puede observarse en el dibujo siguiente.

E‘ Q&\_x _ 51

0

A las distintas soluciones se puede llegar desde P, sumando o restando los vectores PQ y PR,
como sigue:

0S,-0P+PG+PR; 0S,-OP+PR-PQ; O, -0P+PO-PR

Como:
OP = (1, 2, -1);
PQ=(2,-1,1)-(1,2,-1)=(1, -3, 2);
PR=(3,1,2)-(1,2,-1)=(2 -1, 3)
se tendra:
0S, =OP+PQ+PR =(1,2,-1)+(1,-3,2) + (2,-1,3) = (4,-2,4) = S; = (4, -2, 4)
0S,=0P+PR-PQ =(1,2,-1) + (2,-1,3) - (1,-3,2) = (2,4,0) = S, = (2, 4, 0)

0S, =0P+PQ-PR =(1,2,-1) + (1,-3,2) - (2,-1,3) = (0,0, -2) = S35 = (0, 0, -2)
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24. Pais Vasco, junio 15
a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(-1, 2, 3) y es paralelo a los vectores
a(-1,-2,-3)y b (1,3 5).
b) Calcular el valor de m para que el plano calculado en el apartado anterior y el plano
mx —y+5z =8 sean paralelos.
Solucion:
a) El plano pedido es:
Xx==1-t+h x+1 -1 1
y=2-2t+3h < |ly-2 -2 3=0= x-2y+z2+2=0
z=3-3t+5h z-3 -3 5

b) Si los planos son perpendiculares deben serlo sus vectores caracteristicos, que son
(1,-2,1) y (m, -1, 5). Para ello, su producto escalar debe ser 0.
1,-2,1)-(m-1,5=m+2+5=0=>m=-7
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